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Estimados Colegas:

Con motivo de la edicidén de este N? 4 de " GEOMEC " en homena
je al Dr. Eduardo Peldez, he querido dedicar estas lineas, para en
forma muy breve, expresar el sentimiento de todos aquellos que he-
mos sido sus compafieros de trabajo docente en la Escuela de Geolo-

gia, Minas y Geofisica.

Don Eduardo, como lo llamamos carifiosamente, ha sido por muchos
afios uno de los md3s fuertes puntales del Departamento de Ingenieria
de Minas y por sus manos han pasado numerosas promociones de Inge-
nieros, que luego han ingresado al contingente de profesionales que

hoy laboran en pro del desarrollo nacional.

Nos contenta que el Dr. Eduardo Peldez, luego de muchos afios
de prestar sus valiosos servicios a la Institucidn Universitaria,
pueda dedicarse ahora al bien merecido descanso, y a realizar otras
actividades que posiblemente el guehacer universitario no le permi-
tia. Sin embargo, sentimos el vacio que dejard, sobre todo para
aquellos que constantemente recurriamos a &1, en busca de consejos

y opiniones.

Don Eduardo, con todo el carifioc que le tenemos todos los que
hemos compartido con usted, penas y alegrias en la Escuela de Geolo

gia, Minas y Geofisica, le decimos i Adios nunca. Hasta siempre!

Enrique Navarro F.
DIRECTOR

Escuela de Geologia Minas y Geofisica

Caracas, septiembre 25 de 1981



En este nimero de " GEOMEC " damos continuacién a La tarea que hemos
Anlelado con el ndmero 1 y continua do con el nimero 3 def boletin,
de publicarn Los nesultados de Las investigaciones que estamos LLevan
do a cabo sobre el tema de " EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS EN
LAS APLICACTONES GEOTECNICAS ".

En esta ocasdidn presentamos un cbdigo de cdleuwlo elemental (EL " WIL
SON - 63 ", mdd&ﬁiaado), con todo comentario necesarnio y adicional a
cuanto expuesto en el Capttulo de " Introduccién al Método " (BolLetin
N 1), y con dos ejemplos elementales de aplicacién a estructuras eﬂég
Licas Lineales Ls6topas y homogéneas.

De tal manera consideramosd suministran una contribucidn inmediata a
quienes desean introducinse a La aplicacibn prdetica del M.E.F.

Carnacas, octubre de 1981



EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS EN LAS APLICACIONES GEOTECNICAS

" EL CODIGO WILSON 63 - COMO EJEMPLO DIDACTICO ™

POR: GIANFRANCO PERRI Y MIGUEL CASTILLEJO (*)

(*)
Departamento de Minas, Escuela de Geologla Minas y Geogisica,
Facultad de Ingenieria - U.C.V.



INTRODUCCION

Asi como se menciond en la introduccidn a la primera parte de este
trabajo (*) sobre las aplicaciones geotécnicas del M.E.F., fue Clough
(1960) a publicar por primera vez un trabajo en el que se menciond el
método con su nombre actual y fue pocos afios después (1963) que su
discipulo Edward L. Wilson, presentd su disertacidn doctoral titula-
da " Anilisis por elementos finitos de estructuras bidimensionales "
en la que presentd el resultado de su investigacién realizada bajo la
guia de Clough y cuyo objetivo fue generalizar y extender la aplica-
cién del método de los elementos finitos a estructuras planas.

El cddigo (Wilson 63) anexo a esta disertacidn ha sido hoy en dia,
ampliamente superado, pero conserva, por su mismo cardcter de limita
do y no sofisticado, una gran utilidad didactica permitiendo la com-
prensidn, a quien se estd iniciando en la materia, y el seguimiento
de las diferentes partes que integran un CSdigo de elementos finitos,

que por lo normal es algo ciertamente complejo.

Antes de presentar el cddigo de cdlculo y algunos ejemplos elementa-
les de su aplicacidén, a continuacién se comentarin aquellos aspectos
del trabajo de Wilson que no se incluyeron en la exposicién general
de introduccidén al M.E.F. que se hizo en la primera parte de nuestro
trabajo. Especificamente se ilustran: primero una forma intuitiva de
llegar a la férmula de la matriz de rigidez de un elemento finito trian
gular, luego el método iterativo utilizado en el c6digo para la inver
sion de la matriz  de rigidez global, un procedimiento que permite ob
tener los resultados (esfuerzo y deformaciones} en los puntos nodales
ademds que en los baricentros de los elementos y la manera simple de
introducir las condiciones de borde para la determinacidn estatica de
la estructura.

(*) "EL Método de Los Elementos Finitos en Las aplicaciones geotéenicas .
Introduceibn al Método". G.Perni et AL. GEOMEC N? 1, Julio,19871.



MATRIZ DE RIGIDEZ

La forma mds directa de derivar la matriz de rigidez de un elemento,
es la que se basa sobre consideraciones energéticas, determinindose
el trabajo externo realizado por las fuerzas equivalentes ficticias
en los nodos { F J, luego la energia total de deformacién del elemen
to e, igualando estas dos cantidades se llega a la férmula de la ri-
gidez:

[ k1= / (31" [ D1[B]a Q)
siendo V el volimen del elemento, [ B ] la matriz de las deformacio

nes y [ D] 1la matriz constitutiva del material.

Ahora bien con el propSsito de dar una solucién mis intuitiva, asf
como una interpretacién fisica del método, puede procederse de la ma

nera siguiente.

En la figura 1 se presenta en forma grifica el procedimiento median-
te el cual se reemplazan los esfuerzos actuantes en forma uniformemen
te distribuida sobre los lados del elemento triangular { ¢ij }, con
las fuerzas equivalentes estdticamente resultante actuantes en forma
concentrada sobre los nodos del elemento triangular { F }, en la hi

pbtesis de espesor unitario para el elemento mismo.

Se obtiene para la componente horizontal de la fuerza en el nodo
1" (Fx1i), la siguiente expresién:

=] i 1 -
in =5 (bj bk) O * 3 (ak aj) Txy (2)

y para todas las seis componentes de { F }, dos para cada nodo, en

forma matricial:



4 N\
in (bj - bhg 0 (am - aj)
s 0 (2 - a;) (b5 - b ]
X
J ij - 1 bm 0 - ay
2
- (3a)
ij 0 a bm { cy ?
Fxm - bj 0 aJ
F 0 . -b
ym %5 j Txy
\ s - - N <
o en forma resumida:
{r¥® =1 4A1] {0 1° (3b)
A este punto es suficiente sustituir:
{o}=[D] {e} (ley constitutiva)
{e} = [ B]{s1} (deformaciones-desplazamientos nodales)
y observando que [ A] = [ B]' x voldmen, se obtiene:
{FY=[B]Y [D] [B] {6} xvoltmen )

que es la relacidn fuerzas - desplazamientos nodales. Indicando el vo
ltmen del elemento como Area ( A ) x Espesor ( t ), resulta la matriz

de rigidez del elemento.

[k]® =[B]" [Dp] [B] t & (5)



INVERSION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

Una vez obtenida la matriz de rigidez global de la estructura comple
ta [ K ] mediante la adecuada superposicién mecédnica de las matri-
ces de rigidez de cada elemento componente, la ecuacidén resolutiva
del problema, que da los desplazamientos de cada nodo es 12 siguien-
te:

st = [k] ViR (6)

siendo { 8§ } el vector inc6égnito de los desplazamientos, { R} el
vector conocido de las fuerzas externas, y [ K 17! 1a matriz inversa

de rigidez global.

Ahora bien, es justamente la operacién de inversién de la matriz [K ]
el problema numérico mds importante del M.E.F., toda vez que se tiene
presente que se trata de una matriz muy grande (para estructuras pla-
nas el orden es de 2 nx 2 n, siendon el nimero de nodos).

Y las limitaciones efectivas de cdlculo residen en la capacidad (en
términos de tiempo y memoria) de la computadora de poder efectuar la

operacién de inversidn.

En consideracidén del hecho que la matriz de rigidez tiene muchos ce-
Tros es posible, mediante una adecuada eleccidén del método de numera-
cién de los nodos, concentrar los términos diferentes de cero, a 1o

largo de la diagonal, obteniéndose de tal manera una " matriz banda '".

Esto permite a su vez el uso de especiales procedimientos numéricos
de inversién que mejoran la eficiencia del empleo de la memoria dis-

ponible de la computadora.



En esta ocasifn, sin embargo se describird un procedimiento de inver
sién de tipo iterativo, que presenta la sola ventaja de su sencilla
formulacién: el método de Gauss - Seidel, utilizado en el Cédigo Wil

son 03.

Se escribe la ecuacidn i-ésima del sistema de equilibrio para la en-

tera estructura:

Ri=r KieSe=Ki1 81 +Ki2 82+ ..ovvnn.. + Kin én

siendo " n " el nimero de nodos que conforman la estructura. También

puede escribirse de las formas:

i-1 n
Ri =% Kie e + % Kie 8e
e=1 e=1
i-1 n
Ri =¥ Kie 8e + Kii 81 + X Kne Se
e=1 e=1+1

de la Gltima de las cuales se obtiene:

i-1 n
(Ri - Kie e - I Kie Se) (7
e=1 e=1i+1

§i = Kii

Se tendran entonces ' n " ecuaciones del tipo de la Gltima escrita y
aplicando la solucidén segiin el esquema iterativo, para el ciclo de
iteracién " s "' se tendra:

1-1 +1 n

-xii T@®Ri-z KeseS - 3 Kie se®)
e=1 e=i+1

si s+1



Se observe que en este método iterativo de Gauss - Saidel, para el

s+1

cdlculo de la §&i del ciclo " s " de iteracidn, ya se toman en

s+1

cuenta (contrariamente a lo usual) los valores 8e” ', de los nodos

precedentes al i-ésimo, correspondiente ya el ciclo ' s .

Aunque sin demostrarlo se puede afirmar que la convergencia del méto
do estd siempre asegurada gracias a la naturaleza, positiva, de la
matriz de rigidez global.

Aunque la convergencia es bastante ripida, puede aumentarse su rapi-
dez mediante la aplicacidén de un coeficiente de extrapolacidn (B) de

la forma siguiente:

s+1

§i = = §i°

+ B ASP° (8)
siendo A §i° 1a variacién de 8i obtenida en un ciclo de iteracién
y que se define como:

s+1

A §i° = §i T

lo cual segln la (7) puede escribirse como:

i1
AsiS=Kii ' (Ri -3 Kie 5ot -
e=1 e

=

Kie §e°) (9)

it ™

El valor numérico de B que permite de obtener resultados 6ptimos
depende del tipo de estructura en examen y de la naturaleza de 1las
fuerzas aplicadas y manera de asignar las condiciones de contorno.
En general los valores Optimos se sitlGan en el rango de 1.80 a 1.95.

Adicionalmente, y con el mismo objeto de acelerar la convergencia se

incluye en el proceso de inversidn un ' coeficiente de extrapolacién



de grupo " a ser aplicado solamente cada cierto niimero ( t ) de ite-

raciones.

Después de " t ' iteraciones, se asumen que o [ St ] representa una

buena aproximacién del resultado final del sistema de desplazamiento.

Para calcular el valor de " a " es necesario considerar la energia del
sistema sujeto a este set de desplazamientos.

La energia de las fuerzas externas es:

Ue=a [6'] [R]

La energia almacenada eldsticamente dentro de los elementos del siste

ma sera:

vi= o [677 [k ] [s® ]

e igualando las dos energias externa e interna se obtiene ( o ):

Entonces, antes de comenzar el sucesivo ciclo de iteracidén (t + 1)

los desplazamientos se modifican de la manera siguiente:

Las operaciones de determinacién de (o) por lo tanto representan,
en términos de tiempo, algo similar a la ejecucién de una iteracién,
con la diferencia que como se dijo esta operacidén debe ser realizada

solamente una vez cada grupo de numerosos ciclos de iteracidn.



Resulta interesante también la interpretacidn fisica del procedimien
to de inversién ilustrado para lo cual se hace referencia a la ecua-
cidén (9).

El término ( kii_1 ) representa la flexibilidad (lo inverso de la ri
gidez) del punto nodal " i ", o sea es el valor de los desplazamien-
tos en el punto nodal debido a la actuacidn de componentes unitarios
de fuerzas en el mismo nodo:

-1 fxx £ W

Kii ' = Xy
f f
yX Yy

La sumatoria de los términos de la ecuacidn (9), representan las fuer
zas eldsticas { Q } actuantes en el punto nodal " i " debido a 1las
deformaciones de los lados de los elementos. La diferencia entre es-
tas fuerzas eldsticas y las cargas aplicadas externamente { R }, re
presenta las fuerzas desequilibradas, las cuales en forma de subma-

triz pueden escribirse:

X (s+1) RX QX s+1
4 - (10)
Y i Ry i Qy i

La ecuacidn (8) puede entonces reescribirse en forma de submatriz:

i (s+1)
5, [(s+) | 8, [ () £ £y X
= + B
(11)
) S £ £ Y
Yy i b i ¥yX Yy i i




Con B igual a uno, la aplicacidén de esta ecuacidn es fisicamente
equivalente a poner en libertad el nodo " i " permitiendo - que este
se mueva libremente a una nueva posicidn de equilibrio. Para £ ma-
yor que uno, el punto nodal se mueve mids alld de su posicién de equi
librio.

Es importante notar que cualquier valor de desplazamiento Si(o),

puede ser asumido para el primer ciclo de iteracidn.

Una buena seleccién de estos valores iniciales a ser asignados para
los desplazamientos, puede acelerar la convergencia de la solucidn.
De hecho si todos los desplazamientos fueron asumidos correctamente,
las fuerzas resultantes desequilibradas de la ecuacidén (10) serian ce

ro Yy no serian necesariasotras iteraciones.

En la practica esto no ocurre y al comienzo del ciclo habri fuerzas
desequilibradas y el proceso de iteracifén se cumple cuando estas sean

reducidas a un valor minimo prefijado.

ESFUERZOS EN LOS NODOS

La formulacidén matemitica del M.E.F., conlleva a la determinacidn del
estado de esfuerzo en el interior de cada elemento. Ahora bien con
el objeto de disponer del resultado nimérico en un nimero mds grande
de puntos, para los fines de una mids ficil y correcta interpretacidn
de los resultados, resulta conveniente el cdlculo de este estado de
esfuerzos también para cada uno de los puntos nodales del modelo.

A tal propbsito, se ha encontrado que los esfuerzos de los puntos no
dales, corresponden en manera suficientemente exacta a los valores
obtenidos por el promedio de los esfuerzos de los elementos conecta-

dos al punto nodal mismo; pero esto solamente para puntos nodales in



teriores. Al contrario, esta aproximacidén no resulta vdlida cuando

es aplicada a puntos nodales pertenecientes a los bordes del modelo.

La experiencia también indica que las tres componentes del esfuerzo
de un elemento, no representan el estado real de esfuerzos en todos
los puntos dentro del elemento mismo. Por ejemplo, se considere el
elemento tipico mostrado en la figura 2. Debido a que los esfuerzos
deben ser consistentes con los desplazamientos de los nodos, o sera
una buena aproximacidén de los esfuerzos horizontales para el punto
TAT, Gy lo serd de los esfuerzos verticales en el punto " B ", ¥y
Txy aproximard los esfuerzos de corte en algiin punto " C ' del inte-

rior del elemento.

En este caso especial, para el cdlculo del estado de esfuerzo en el

nodo " i ", es claro que la componente horizontal en " A " debe pesar
mds que la componente vertical en " B ''. Por lo tanto se utiliza pa-
ra el cdlculo de los esfuerzos en los nodos, un método basado en me-

dias ponderadas que puede reflejar este comportamiento.

En términos matemiticos, para el punto " i ' del elemento "n " se
obtiene:
(n)
oy = LI a o (n)
S, m L , L)
(n)
o= 1 z b o. (n)
Y s,n @ m 7
y a + b



donde:
a(n) - [Xk (1’1) + Xj (n) _ ZXl]

p™ - [ Y, ), Yj(n) - 2y, ]
2 () ) Q)

M , @ Y (n)
a

a s pM
Las sumatorias son extendidas a todos los M elementos conectados

al punto nodal " 1 " .

Es ficil constatar que este método da resultados bastante préximos a

los obtenibles de una media directa entre los esfuerzos de los elemen
tos que tienen el nodo en comin, cuando este nodo es interno al mode-
lo; mientras que, como ya se comentd, los resultados difieren sustan-
cialmente en los nodos de contorno para los cuales no seria valida la

simple media directa.

Una vez definido el vector esfuerzos ( oij ) en los puntos nodales,
es inmediata la obtencidn del correspondiente estado de deformaciones

( eij ), a traves de la ley constitutiva del material:



CONDICIONES DE BORDE

La ecuacién (11) tiene validez para todos los puntos nodales libres
de moverse en cualquier direccidén. Mientras para que esta ecuacién
pueda ser aplicada a los puntos nodales del contorno de la estructura,
para los cuales existe alguna limitacidén en los movimientos (por la
presencia de vinculos reales, condiciones de simetria, etc.), los coe
ficientes de flexibilidad deben ser modificados para tomar en cuenta

el especifico tipo de restriccidn que pueda existir.

Ahora bien, considerando que estos coeficientes de flexibilidad son
independientes del ciclo de iteracidn, estas modificaciones pueden rea
lizarse al comienzo del cilculo, antes del comienzo del proceso itera

tivo.

En la figura 3 se ilustran las fuerzas y desplazamientos asociados in
mediatamente antes de comenzar un nuevo ciclo de iteraccidén cuando el
desplazamiento &i debe ser incrementado de la cantidad A §i (ecua-

cién 9).

En este caso se hace referencia a las condiciones de vinculo que pueda
tener el nodo de moverse Gnicamente a lo largo de una linea que forma
un angulo # con el eje horizontal. Las fuerzas desequilibradas " X "

y " Y " son las determinadas de la ecuacién (10).

La reaccidon en el vinculo, en este caso incbgnita, perpendicular a la

linea ( @ ), estd representada por la " R ".

Aplicando la ecuacién (9) a este punto nodal del borde, los desplaza-
mientos AGX y Asy se expresan en la forma:

A6X fXX fXy X - R sen @
AS = f f Y + R cos @

y yx Yy



Existiendo ademds la relacién geométrica:

ASY = A, tang 0

se obtiene, eliminando la incégnita " R '':

£ £ £ f
ps. = —xx - Viyx X + v - Vxy Y
1 - +ytang § 1 - vy tang @
en donde:
y fmctangﬂ‘-'fxy'
fxy tang ¢ - fyy

Por lo tanto los coeficientes efectivos de flexibilidad a ser intro-
ducidos en la ecuaci6én (11), para los puntos nodales con vinculos es
tan dados por:

£20= (b = YEQ)/ (1 - v tang 9)

& = - £ -
fky (fxy Y yy)/ (1 - vy tang #)
* = *
f tang § f
£ = ¢ £*
ang

Para los casos limites se obtiene:

- i =AS_=0): f* =f* =fx =f =
nodo fijo ( AGX 6y ) fxx Xy vx vy
£ f
- nodo fijo en X( A8, =0 ): £fx =f - X¥ - VX
X Yy Yy £
XX




- nodo fijoen Y( AS§_ =0 ): f* =f¢f - X - Xy
y XX Txx £

siendo para estos dos Gltimos nulos los otros tres coeficientes.

Para los casos en que las condiciones de borde estén dadas en térmi-
nos de fuerzas, y no de desplazamientos, el procedimiento es practi-
camente immediado limitdndose este a la introduccidén de fuerzas ex-

ternas equivalentes en los nodos correspondientes.

Cuando se trata de cargas distribuidas en los lados de borde, aunque
existen procedimientos mis rigurosos, pueden sustituirse los esfuer-

zos con fuerzas nodales estdticamente equivalentes.

De igual manera para lo que se refiere a las fuerzas de voldmen, es-
pecificamente el peso de la estructura, éstas se calculan directamen
te mediante el producto del 4rea del elemento, por su espesor (nor-
malmente unitario) y por el peso de voldmen del material constitu-
yente. Sucesivamente se hace la hipdtesis simplificadora de que el
peso del elemento se reparta en manera igual entre sus nodos corres-
pondientes. Por lo tanto la fuerza peso total vertical, en cada punto
nodal, es calculada como la suma de 1/3 de los pesos de todos los ele

mentos que tienen en comin el nodo mismo.
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NOTA:

ANEXOS:

La Bibliogragia principal y directa conrespondiente
a este nimero del boletin es:

* WILSON, E.L.
" Findite element analysis of two - dimensional
stnuctune . Doctornal dissentation, Universi-
ty of California, Berkeley, 1963.

* BARLA, G.

" Meccanica delle rocce teonia e applicazioni "
parte prima. Politecnico de Tonino, 1972.

%

Bibliogrhafin del trabajo orniginal de Wilson.

*

Cédigo WILSON - 63, modigdcado.

%

Ejemplo # 1: Plancha rectangular.

* Efemplo # 2: Tdnel circularn profundo.
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CODIGO " WILSON 63 " (MODIFICADO)

* DIAGRAMA DE__BLOQUES SIMPLIFICADO

* _LISTADO DEL_PROGRAMA EN LENGUAJE: FORTRAN IV

* COMENTARIOS__ACLARATORIOS



START

b

LEE LOS DATOS QUE DESCRIBEN LA GEOMETRIA,
PROPIEDADES ELASTICAS Y FUERZAS DE LA ES-
TRUCTURA EQUIVALENTE.

&
FORMA LAS MATRICES DE RIGIDEZ DE CADA
UNO DE LOS ELEMENTOS.

SUPERPONE LAS MATRICES DE RIBIDEZ DE CA-
DA UNO DE LOS ELEMENTOS Y OBTIENE LA MA-
TRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA

"
INTRODUCE LAS CONDICIONES
AL CONTORNO

y

RESUELVE EL SISTEMA DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIOS MEDIANTE
EL METODO ITERATIVO DE GAUSS - SEIDEL Y OBTIENE LOS DESPLAZA-
MIENTOS. '

/

DETERMINA LAS TENSIONES

J

ESCRIBE TENSIONES Y DESPLA
ZAMIENTOS.

STOP
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EJEMPLO N° 1: PLANCHA RECTANGULAR

Este primer ejemplo es extremadamente simple; una estructura consti-
tuida por solamente 8 elementos triangulares y 8 nodos, con el obje-
to de poder también transcribir (con funcién didictica) los valores

numéricos de las etapas principales del cédlculo.

Se trata de una plancha plana en material eldstico lineal homogéneo
e his6tropo (figura 4), y sujeta a una carga de traccién sobre un la
do (nodos 7 y 8) y vinculada en el lado opuesto (nodos 1y 2 fijos).

Las dos fuerzas horizontales (X) aplicadas en los nodos 7 y 8 valen
100,00 Kg cada una; el médulo de elasticidad es E = 250.000,00 Kg/cn?
y el nimero de Poisson vale v = 0.25. La estructura resuelta con el

codigo " WILSON 63 " en condicién de esfuerzos planos.

En la salida de computadora anexa correspondiente a este ejemplo, pue
den observarse los datos relativos a las coordenadas de los nodos y a
la codificacién de los elementos.

Después de haber calculado la materia de rigidez | X | de cada ele-
mento, es posible calcular la matriz de rigidez global de la entera

estructura | K |.

A manera de ejemplo, reportamos las matrices | D |, | B |y | X |,

para el elemento 7.



- 5
2.3 0.7 0.0
{D]7 =105 x | 0.7 2.3 0.0
0.0 0.0 1.0
(0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 0.0
[(B], ={0.0 -1.0 0.0 1.0 0.0 0.0
-1.0 0.0 1.0 0.0 0.0 -1.0
[ 0.97 -0.42 -0.53 -0.08 -0.44 -0
2.08 0.83 1.92 0.33 -0
[x], = 10° x 0.97 0.42 -0.44 -0
simétrica 2.08 -0.33 -0
0.89 0
0

Asi mismo se reportan la matriz de rigidez de la estructura completa

(fig. 5) y la matriz completa después de haber introducido las condi-

.50
A7
.50
7
.00
.33

ciones de vinculos en los nodos 1y 2 fijos (fig. 6).

En la salida de computadora anexa, se reportan finalmente los resulta
dos del cidlculo: desplazamientos y esfuerzos.



8
® NODOS

8 ELEMENTOS

PLANCHA RECTANGULAR. MODELO.

FIG-4-
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[ K] =10°x

1.83 0.83 0.42 0.08
1.83 -0.08 -0.42

1.83 -0.83

1.83

simétrica

MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL,

-1.83
-0.83
-1.83
0.83
7.33

-0.83

-1.83
0.83

-1.83
0.0
7.33

3.78

-0.42 0.08
0.08 0.42

-1.83 0.88
0.83 -1.83
0.0 -0.1
6.00 0.0

3.78

-0.42
-0.08
-1.83
-0.83
0.0

-2.33

6.00

.08
42

.94 0.83 0.53
.83 -4.17 0.08
.94 0.83 0. 0
.83 -4.17 0. 0
.78 0. 0 -1.94

1.67 0.83
1.94

-4.17 -0.83 -4.17
-0.83 -0.53 -0.08

4.17 0.08 -1.92

FIG. -5-
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[K] =10°%x

1.00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
1.00 0. 0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

1.00 0. 0 0.0 0.0 0.0 0.0

1.00 0.0 0.0 0.0 0.0

7.33 0.0 -1.83 0.83

7.33 0.83 -1.83

3.78 0.0

6.00

simétrica

MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL MODIFICADA.

-1.83
-0.83
-0.11

3.78

-0.83

-1.83

0. 0 1.94

-2.33 -0.83

0. 0 -1.94

6.00 0.83
7.78

0.83 0.53

-4.17 0.08

0.83 0. 0

-4.17 0. 0

0. 0 -1.94
1.67 0.83
1.94

-0.83

.33 0.08
.08 1.92
.94 0.83
.83 -4.17

.08 -1.92
.94 0.83

FIG-6-
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EJEMPLO N? 2: TUNEL CIRCULAR PROFUNDO

Se considera un caso simple de cdlculo, mediante el Cddigo de Elemen
tos Finitos ' WILSON 63 ', para una estructura con comportamiento

elastico lineal, isétropa y homogénea.

Es una estructura para la cual la teoria de la elasticidad suministra
la solucidn analitica exacta y por lo tanto puede ser interesante una
comparacidon entre los resultados numéricos y los correspondientes ana

liticos.

Se trata de una estructura plana de una plancha conteniendo un agujero
circular, en condiciones de deformaciones planas y solecitadas, en co
rrespondencia de los bordes horizontales, con una presién vertical
uniforme ( o, ).

Esta estructura puede también representar el modelo equivalente para

el andlisis de un tnel circular profundo en medio eldstico lineal isd
tropo y homogéneo, con estado de solecitacidén natural en el centro del
tnel de o, = YH ( v = peso unitario del material y H = profundidad,
con H > > Didmetro) y oy, = 0 (KO = 0).

El modelo de elementos finitos ha sido obtenido, dividiendo en elemen
tos triangulares solamente un cuarto de la plancha (fig.8') y obligan
do, debido a simetria, que los puntos nodales (7, 15, 22, 30, 37, 45,
52, 66, 67, 75) sean moviles a lo largo del eje vertical y nodos (1,

8, 16, 23, 31, 38, 46, 53, 61, 68) sean moviles a lo largo del eje ho

rizontal.

Para 1o que se refiere a la carga 0, €S suficiente aplicar a los no-
dos (75, 74, 73, 78, 79) del limite horizontal superior del modelo,

fuerzas verticales estiticamente equivalentes a la carga misma.



La solucién mediante el M.E.F. con el uso del Cédigo ' WILSON 63 ",
da los desplazamientos horizontales y verticales para todos los nodos,
y el estado completo de esfuerzos para todos los baricentros de los
elementos y los puntos nodales del modelo, (incluyendo las solecita-

ciones principales, direcciones principales y corte miximo).

En 1a figura ( 7 ) anexa, los esfuerzos principales ( 61 , 02 ), a lo
largo de los ejes de simetria, se comparan con los valores exactos ob

tenidos para el mismo problema con la teoria de la elasticidad.

Puede observarse al respecto que, aunque el nimero de elementos utili
zados para el modelo resulta limitado, la comparacidén entre las dos

soluciones se demuestran bastante satisfactorias.

A continuacién se anexan las tablas con las salidas numéricas del
cédlculo y en las figuras 9, 1G 11,12, la elaboracién grdfica de los re

sultados mis representativos obtenidos del cidlculo.
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EJEMPLO # 2: TUNEL CIRCULAR PROFUNDO

SALIDA DE COMPUTADORA

* DATOS: CODIFICACION PUNTOS NODALES
* DATOS: CODIFICACION ELEMENTOS
* DATOS: CONDICIONES DE CONTORNO

* RESULTADOS: DESPLAZAMIENTOS PUNTOS NODALES

* RESULTADOS: PUNTOS NODALES DESPLAZADOS

* RESULTADOS: ESFUERZOS EN LOS ELEMENTOS

* RESULTADOS: ESFUERZOS EN LOS PUNTOS NODALES
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EJEMPLO # 2: TUNEL CIRCULAR PROFUNDO

ELABORACION GRAFICA DE LOS RESULTADOS

* MODELO ©DE ELEMENTOS FINITOS

* DESPLAZAMIENTOS

* ESFUERZOS PRINCIPALES MINIMOS

* ESFUERZOS PRINCIPALES MAXIMOS

* ESFUERZOS DE CORTE MAXIMO
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