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Se presentan cinco ejemplos de aplicacidn del méztodo de Los
Elementos Finiitos a jmoEEema/s_ geotéenicos, con neferencia es
peclfica al andlisis de Los asentamientos que se producen en
Las fundaciones de fas estructuras: fundaciones directas (za
patas ¢ placas) y fundaciones profundas (pilotes).

A mnera de {ntroducedibn también se nesumen Los piinedipios b4
s4cos del MEF, para aquellos Lectones que no estén familiard
zados con La mteria y que no han fenido La oporntunidad de co
nocern el contendido de Los nidmeros anterionres de este boletin

(Nos. 1, 3, 4 y 7) enteramente dedicados al tema.

Cabe tambien seiialar que el contenido que se presenta regleja
parte de La exposicibn que el profesor Giangranco Perrd reald
z6 sobre el tema, durante el dictado de una conferencia en fLa
Sede del Colegio de Ingenieros de Venezuela ef dia 01-09-81,-
onganizada por La Sociedad Venezofana de Mecdnica de Suefos

e Ingenienia de Fundaciones.

Carnacas, mirzo de 1982
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[L METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El problema central es. el de determinar el estado de soli
citacién y deformacidn en una estructura continua sujeta a

determinadas condiciones de borde.

Lo primero que debe hacerse es dividir idealmente el conti
nuo en elementos finitos, sustituyendo de tal forma a la es
tructura dada, poruna estructura formada por muchos elementos
de formas diferentes, oportunamente conectados entre ellos.
Si la estructura en examen es de tipo tridimensional, ella
debera ser dividida en elementos tridimensionales. Si en
cambio se tiene una estructura con un eje de simetrfia geomé
trica y con cargas a simetria radial, los elementos elegidos
son por ejemplo, anillos toroidales de seccidn triangular o
rectangular, y finalmente, si la estructura es plana, sea en
condiciones de deformacién plana, o de esfuerzos planos, el
continuo puede ser dividido en elementos planos de diferente

forma (tridngulos, rectangulos, cuadrildteros, etc.)

En la figura A se muestran ejemplos de idealizacién de una
estructura en elementos finitos de un dado tipo,y para cada
uno de los tres casos mencionados,K puede observarse que el ti
po de elemento a ser usado y el tamafio de la divisién son
generalmente arbitrarios, aunque estan ligados a la forma de
la estructura, a la precisidn que se requiere en el cdlculo

y al tipo de programa de cdlculo disponible.

El problema en exdmen para una estructura continua es por lo
tanto transformado en aquel de una estructura articulada com
pletamente equivalente y para la cual pueden ser empleadas

las técnicas del anilisis estructural.
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Vale la pena enfatizar aqui que el método de los elementos
finitos, a diferencia de otros métodos numéricos como por
ejemplo el de las diferencias finitas, es un método en el-
cual la aproximacién es simplemente fisica,siendo la solu-

cion matemdtica que sigue extremamente rigurosa.

Puede facilmente comprenderse, por analogia con el anilisis
estructural cldsico, que la parte mids delicada del método re
side en la definicidén de las caracteristicas de deformabili
dad, o rigidez, de cada elemento finito, las cuales deben -
respetar las condiciones de compatibilidad entre elementos
adyacentes. Esta fase lleva a definir para cada elemento -
una matriz, denominada matriz de rigidez, la cual es funcién
de la forma, dimensiones y caracteristicas de deformabilidad

del material que constituye el elemento mismo.

Las ecuaciones fundamentales del método de los elementos

finitos pueden resumirse en las siguientes:

1) Relacidn deformaciones - desplazamientos nodales:
{el = {B} {6}

que establece la relacidn entre las deformaciones en el
interior de cada elemento { ¢ }® y sus desplazamientos
nodales { 6§ }®. La matriz { B} es:

{p}l = {L}{M}

en donde { L } es el conocido operador diferencial que

liga { € } y los desplazamientos en el interior del ele
mento { u }.y{ M} es una matriz cuyos términos son unas
funciones prescritas de las coordenadas de los nodos del

elemento. /



Z)

3)

4)

Relacidon esfuerzos-deformaciones:
{01 = {D} {e)°

que establece la relacidn entre los componentes de la so
licitacién { o } y de la deformacién { e } que es carac
teristica del material. {D} es en efecto una matriz -
que para un material eldstico es funcidén de los modulos

de elasticidad del mismo.

Ecuacién de equilibrio para el elemento:
{F1I® = {x13®{6)°

que establece la relacidn entre las fuerzas nodales {F} ©

¢ La matriz {K} € es

y los desplazamientos nodales {6}
la matriz de rigidez del elemento. Es posible demostrar,
por ejemplo mediante consideraciones sobre la energia de

deformacidn,que:
(K1 =g{B}¥ (D} (B} a

en donde " T" indica matriz traspuesta y '"v" es el volu

men del elemento.

Ecuacién de equilibrio para la estructura:
{R} = {x1} {6}

que establece, para la estructura completa, la relacidn -
entre las fuerzas {R} y los desplazamientos {&} nodales.

La matriz { K }es la matriz de rigidez de la estructura y

VAR



sus términos pueden ser obtenidos mediante una adecuada
superposicién de las matrices de rigidez de cada uno de

los elementos.

Esta ecuacidén de equilibrio resulta con respecto a los

desplazamientos:

{ 6§} = { x} {Rr}

-1 _ _
en donde { K1} ' es la matriz inversa de { K }.

Una vez que se hayan determinado los desplazamientos no
dales, mediante la relacidn (1) se calculan las deforma
ciones en el interior de cada elemento y de estas, median
te la relacidn (2), se obtienen las solicitaciones para-
cada elemento. (ver también la figura B).

73
El problema matemdtico fundamental es el cdlculo de {K 1} ,
la cual, en general representa una matriz con cientos de
términos y no puede ser resuelta por inversidn directa.-
Es por lo tanto necesario hacer recurso a esquemas de soO
solucidén de tipo numérico para los cuales han sido desa-
rrollados diferentes métodos, los mismos que se encuentran
descritos en numerosas publicaciones algunas de las cua-

les estan citadas en la bibliografia.

Para resumir muy brevemente algunas entre las principales
caracteristicas del método de los elementos finitos, y 1i
mitandose al campo de la elasticidad lineal, pueden mencio

narse que:

a) El método se presenta especialmente versatil para el
estudio de estructuras con geometria compleja como sea,

debiéndose en cada caso solamente elegir elementos cu

AR
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ya forma se ajusta mejor para reproducir la estructura
dada;

b) Debido a que la estructura es dividida en elementos y -
que para cada una de ellos se efectda independientemen
te el cdlculo de la matriz de rigidez, es posible tratar

con extrema sencillez estructuras no homogéneas;

c) E1l estudio de una estructura anisotropa, por ejemplo trans
versalmente isdtropa, no presenta mayores dificultades que
una isdtropa, debiéndose en este caso solamente definir la
nueva matriz { D}, o sea la ley constituitiva del mate-

rial.

El andlisis mediante computadorasse realiza a traves de los pa
sos siguientes. Se divide la estructura a ser examinada en -
un dado ntGmero de elementos, los cuales son numerados consecu
tivamente. Los puntos nodales de estos elementos, identifica
dos por sus coordenadas referidas a un sistema de ejes arbitra
rio, también son numerados consecutivamente e independientemen
te de la numeracidn anterior. Cada elemento finito es identi
ficado por los puntos nodales que a él pertenecen. Sucesiva-
mente, la estructura asi transformada es introducida en la mi
quina precisando también, para cada elemento, sus caracteris-
ticas fisico-mecdnica (peso unitario y deformabilidad), y para
cada nodo las condiciones de contorno que deben ser respetadas

en la solucidn (bajo forma de fuerzas o desplazamientos).

El programa de cdlculo comienza con el determinar las matri-
ces de rigidez de cada elemento, las cuales luego son super
puestas hasta obtener la matriz de rigidez de la estructura
completa. Se introducen las condiciones de contorno en forma
de desplazamientos o fuerzas nodales prescritas y se procede
a la resolucidén del sistema de las ecuaciones de equilibrio
(esto es fundamentalmente la inversién de la matriz de rigi-
dez global { g 1}). .



Se obtienen al fin los desplazamientos y los esfuerzos en toda
la estructura, por ejemplo para cada nodo (ver diagrama de-

flujo en 1la figura C).

Para completar esta sumaria exposicibén sobre el método de los
elementos finitos (FEM) hace falta mencionar algunos ulterio-
res alcances, como son su aplicabilidad a estructuras cuyos ma
teriales que la conforman tienen un comportamiento fisico mis
complejo: eldstico no lineal, elasto plastico, visco eldstico.
Asi mismo se han estudiado interesantes técnicas que permiten
el andlisis de estructuras geotécnicas con comportamientos es
peciales: no resistencia a traccidn, presencia de discontinui
dades estructurales, efectos de la existencia de flujos hidraa

licos, etc. (Ver fig. D).

Las principales limitaciones al wuso del MEF estdn en cambio es

quematizadas en la figura E.

A continuacidn sigue la descripcién de cinco ejemplos de apli

cacidn del M.E.F. al andlisis de asentamientos de fundacién di

recta y profunda (en zapatas, placas y pilotes de fundacién).
En todos los ejemplos, el cdlculo es llevado a cabo bajo la hi
potesis de comportamiento eldstico-lineal para los materiales
involucrados.



PRINCIPALES ETAPAS EN EL CALCULO CON M.E.F.

DEFINICION DE LA ESTRUCTURA

( PREDIMENSIONAMIENTO )

}

SOLUCION DE LA ESTRUCTURA

{ CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES )

l

ANALISIS DE ESTABILIDAD
~ ( CRITERIOS DE  RESISTENCIAS )

REDEFINICION DE LA ESTRUCTURA

( REDIMEHNSIOHAMIENTO )

STOP

FIG.C



- 10 -
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EJEMPLOS Nos. 1 y 2:

ANALISIS DE ASENTAMIENTOS EN PLACAS DE FUNDACION

En ambos ejemplos presentados, con el doble objetivo de evaluar
los asentamientos elisticos totales y diferenciales maximos a ser
experimentados a nivel de fundacidén de las estructuras de vivien-
das, y estimar el m6dulo de reaccidén o de balasto del subsuelo a
ser sucesivamente utilizado para el disefio estructural de las pla
cas de fundacibn, se realiza un andlisis eldstico por elementos

finitos.

En ambos casos los elementos usados son cuadrangulares e isétropos
y los modelos geomecanicos correspondientes, reproducen la hetero-
geneidad del terreno en profundidad la cual queda evidenciada al
considerar los pardmetros de deformabilidad eldstica (médulo de
elasticidad y de Poisson) correspondientes a cada manto.

Para los casos especificos en andlisis, la estratificacidén del sub
suelo es obtenida mediante la elaboracién del perfil genéralizado
del mismo en términos de médulo de elasticidad, partiendo de 1los
resultados del ensayo de resistencia a la penetracidén estandard

SPT y de resistencia a la penetracidn del cono estatico,

El primer ejemplo se refiere a un terreno ubicado en parcela sobre
la carretera Cagua-Grupo Experimental Shell, en Cagua, Edo. Aragua,
y el segundo ejemplo se refiere a un terreno ubicado en la Urbani-

zacidén E1 Merey en Pariaguan, Edo. Anzoategui.
En ambos casos la solucidén recomendada para las estructuras de vi-
viendas es la de placa maciza de espesor constante para cada una

de las diferentes estructuras tipo previstas,

En las figuras de 1 a 4, se presentan los perfiles generalizados
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del subsuelo para los dos ejemplos analizados en los cuales se in-
dican los valores numéricos de los pardmetros eldsticos utilizados

en los calculos.

En las figuras 5 y 7 se reportan los correspondientes modelos de

elementos finitos elaborados para los analisis.

Para lo que se refiere al ejemplo N° 1, se trata de un modelo cons
tituido por 72 elementos y 90 nodos, que reproduce la existencia

de tres diferentes mantos. Ademids se considera la presencia de la
base granular de apoyo de 1la fundacién, la misma que se caracteri-

za con sus mdédulos de elasticidad.

También se indican en el modelo las condiciones de contorno impues

tas al problema sea en términos de desplazamientos como de fuerzas.

El problema es simétrico respecto al eje vertical "Y", lo cual per
mite analizar un modelo que reproduce finicamente la mitad de 1la
seccidén real y, en la suposicién de una estructura de fundacién
con comportamiento flexible de dimensiones transversales muy infg\
riores a las longitudinales, se calculan los asentamientos eldsti
cos producidos por una carga vertical y superficial, en condicio-
nes de deformaciones planas, uniformemente distribuida en la placa
en consideracidén del esquema geométrico estructural de la superes-
tructura constituida por luces muy pequefias a todo lo largo y an -

cho de 1a placa de fundacién.

Los resultados obtenidos bajo las condiciones de cédlculo descritas,
se presentan gridficamente en la figura 6 en la que se dan los asen
tamientos eldsticos de la fundacién indicandose los valores absolu-

to vy diferenciales.

Cabe también sefialar que en consideracidn de haberse despreciado
el efecto rigidizante de la estructura de 1la placa de fundacidén y
de la superestructura, los valores de los asentamientos reales a
ser esperados seran probablemente menores a los obtenidos por el

cilculo.
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Los resultados obtenidos han sido tambien utilizados en el sentido
de estimar el valor del médulo de reaccidén del terreno (K), corres
pondiente a la estratificacidén existente y reproducida en el mode
lo:

- AP 3
K = 4 -5 Ton/m* _ 444 Ton/m

Y max 0.05 m

valor con el cual se recomendd proceder al disefio estructural de la

placa de fundacién.

Para lo que se refiere al ejemplo N°2, se trata de un modelo, igual
mente simétrico, constituido por 81 nodos y 64 elementos. E1l mismo
reproduce la estratificacidén del subsuelo que en este caso compren-
de cinco mantos de materiales caracterizados por valores crecientes
con la profundidad del médulo de elasticidad y, a diferencia del ca
so anterior, se incluye en el modelo la presencia de la estructura-

misma de la placa de fundacidn.

Nétese que el mismo modelo permite analizar placas de diferentes di
mensiones transversales (la longitudinal se considera tambien en es
te caso muy grande y en consecuencia el cadlculo se desarrolla en con
diciones de deformaciones planas) habiéndoselo utilizado para el ca
so de estructuras tipo de edificios y para estructuras tipo de vivien

das unifamiliares, ambas previstas en el desarrollo en cuestidn.

También contrariamente al caso anterior, las cargas esta vez estén
concentradas en el centro y bordes de la placa de fundacidén en aten

cidén fiel al esquema geométrico estructural de las superestructuras.

Los resultados nuevamente se reportan griaficamente en la figura 8,

para los asentamientos de las fundaciones de las dos estructuras ti
po analizadas, observdndose la sustancial pequefiez resultante en los
valores diferenciales, como reflejo de la rigidez transversal tomada

en cuenta para las placas de fundacidn.

..






En igual forma que antes se estima el médulo de reaccién (K)
del terreno a ser utilizado para los cilculos estructurales de

los elementos de fundacidn, resultando un valor de K= 200 Ton/m?.

EJEMPLO N° 3:

ANALISIS DE ASENTAMIENTOS EN ZAPATAS DE FUNDACION

Este ejemplo se refiere al estudio de un terreno ubicado en
parcela sobre la calle Jauregui de Ciudad Ojeda, Edo. Zulia,
sobre el cual se proyecta construir una estructura aporticada

en concreto armado de cinco niveles.

Se observa que la mayor parte y/o totalidad de las deformacio-
nes verticales que experimentardn los estratos portantes bajo

los incrementos netos de esfuerzos .de fundacién, serdn elédsti-
cos (deformaciones a volfimen constante bajo condiciones no dre

nadas en los estratos de arcilla y compresidn en las arenas).

Bajo la hipbtesis de subsuelo sin peso, con comportamiento me-
cdnico de tipo is6étropo, eldstico y lineal, cuya heterogeneidad
en profundidad ha sido nuevamente evidenciada al considerar los
pardmetros de deformabilidad elédstica correspondientes a cada
estrato, se calculan los asentamientos producidos por las zapa
tas de fundacidén predimensionadas para el pértico transversal
tipico méds cargado de la superestructura proyectada, supuestas
flexiblesy transmitiendo un esfuerzo de contacto de intensidad
q = 26.6 Ton/mz, equivalente a la diferencia entre la capacidad
mdxima admisible de carga estimada por condiciones de ruptura
de los estratos portantes (30 Ton/m?) y el alivio de carga por
la excavacidén requerida para alcanzar el Niv - 1.70 de semi-sé-
tano de la estructura (3.4 Ton/m?), en condicién de deformacio-
nes planas (zapatas continuas equivalentes en cargas, al esque-

ma geométrico real de zapatas cuadradas aisladas).



En la figura 9, se presenta el modelo geomecdnico de elementos
finitos usado para el anidlisis. Se trata de un modelo plano
constituido por 149 elementos triangulares y 94 puntos nodales,
que reproduce la existencia de tres diferentes estratos bajo la
superficie de asiento de las zapatas; cada estrato caracteriza-
do por su correspondiente m6dulo de elasticidad bajo condiciones
no drenadas Euy (estimados conservadoramente en ausencia de ensa-
yos triaxiales apropiados, en consideracidén de la litologia de
los estratos y de las caracteristicas de consistencia y densi-
dad relativa de los materiales). E1l coeficiente de Poisson se
ha puesto u = 0.35, igual para cada manto (la magnitud de los a
sentamientos no es especialmente sensitiva a pequefias variacio-
nes de este coeficiente). \
En el modelo se identifican todos los elementos y puntos nodales,
y se indican todas las condiciones de borde del problema analiza-
do.

Para lo que se refiere a los resultados del andlisis, en la fi-
gura 10 se reporta la deformada de la superficie de asiento de
las zapatas: el asentamiento eldstico total obtenido para las
zapatas mayores (B1 = 3.50 m) es del orden de 6 cm., mientras
que para las zapatas adyacentes de menor ancho (B2 = 2.50 m.),
es del orden de 4 cm, resultando por tanto un asentamiento dife
rencial del orden de 2 cm, bajo las hipStesis y condiciones de

andlisis anteriormente indicadas.

Cabe finalmente sefialar que la forma (cuadrada) y el empotra -
miento real (ho = 1.80 m) de las zapatas propuestas como solu-
cién de fundacidén de la estructura proyectada, son factores que
inciden en reducir notablemente la magnitud de los asentamien -
tos totales y diferenciales anteriormente estimados en base a
un esquema geométrico de zapatas continuas con cargas equivalen

tes y ausencia de empotramiento.









EJEMPLOS Nos. 4 Y 5:

ANALISIS DE PILOTES CILINDRICOS AISLADOS:

La complicaci6én fundamental que caracteriza estos ejemplos y
que los diferencia de los anteriormente ilustrados, consiste
en el hecho de estarse tratando una estructura (pilote) que no
puede analizarse como plana en vista de que no se verifican en
ninguna seccidén posible las condiciones de deformaciones o es-

fuerzos planos.

Sin embargo, y a pesar de tratarse de un problema claramente

tridimensional, es posible analizarlo mediante un modelo de e-
lementos finitos axialsimétrico lo cual implicitamente conlle-
va consigo la mayor parte de las ventajas operativas de cidlcu-
lo propias de los modelos planos como aquellos utilizados para

el andlisis de los ejemplos anteriores.

La estricta aplicacibén de un c8digo de cdlculo de este tipo
(axialsimétrico) prevee en todo caso que el problema sea efec
tivamente y completamente axialsimétrico lo cual implica, en-
tre otros, que las cargas sean puramente axiales (*), que el
pilote sea cilindrico, o cénico, que la estratificacidén del
subsuelo sea perfectamente horizontal, que el pilote sea ais-

lado, etc.

Por lo tanto nuevamente, en vista de que se analizardn ejemplos
caracterizados por un comportamiento eldstico e is6étropo del sub
suelo, se harid uso de la prerrogativa que presenta el método de
los elementos finitos de hacer abstraccién de toda limitacién con

cerniente a la heterogeneidad y geometria del modelo de cidlculo.

(*) Han sido sin embargo elaborados c6digos de cdlculo para mo
delos axialsimétricos que logran prescindir de esta condi-
cién.



De esta manera se analizari el comportamiento de pilotes cilin-
dricos verticales sujetos a cargas puramente axiales, pero de

geometria cualquiera y ubicados en un terreno caracterizado por
toda clase de heterogeneidad en profundidad, aunque ligado a la

condicibn de axialsimétria.

En el primer ejemplo que se ilustra se busca concretamente e-
valuar el valor de los asentamientos eldsticos de pilotes de
diferentes didmetros y de longitud y esfuerzo de trabajo defi-
nidos, ubicados en un subsuelo también geomecdnicamente defini-
do.

En el segundo caso se utilizan los resultados de una serie de

pruebas de cargas sobre pilotes de 1 m de didmetro y longitudes
distintas, para calibrar el modelo geomecinico del subsuelo pa-
ra sucesivamente simular la ejecucién de nuevas pruebas de car-
ga sobre pilotes de didmetro diferentes. Los resultados se uti
lizarian finalmente para evaluar la capacidad de carga de pilo-

tes de diferentes diametros y profundidades.

En la figura 11, se reporta el modelo de elementos finitos uti
lizado en ambos casos. Se trata de un modelo axialsimétrico
constituido por 416 elementos cuadrangulares y 462 nodos, ca -
racterizado por un grado de detalle suficientemente alto como
para permitir, sin mayores dificultades, la simulacién de geo-
metrias diferentes (didmetro y longitud) para los pilotes, asi
como para la distribucidn en profundidad (espesores) de las di-

ferentes capas que integran el subsuelo de cada caso en estudio.

El primer caso (ejemplo N°4) el subsuelo, corresponde a una
parcela ubicada sobre la antigua carretera Barquisimeto-Yarita-
gua (Km. 2.550), Edo. Lara, estd definido por la existencia de
cuatro diferentes estratos caracterizados cada uno de ellos por
los valores del m6dulo de elasticidad, médulo de Poisson y peso
unitario (ver Fig. 12). E1l pilote tiene longitud fija de 9.00 m

y esfuerzo de trabajo constante de 40 Kg/cm?.
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Los resultados en términos de asentamientos eldsticos en la ca-
beza del pilote, se dan en la figura 13, cuantificados para tres

valores discretos del didmetro.

Como informacidén adicional también se reporta en la figura 14
la variacidén de reparticidén del esfuerzo, de trabajo entre punta
y fuste del pilote nuevamente para diferentes valores del diime

tro.

En el segundo caso analizado (ejemplo N° 5), la caracterizacién
geomecdnica inicial para el subsuelo correspondiente a un lote
de terreno ubicado en la ciudad de Maracaibo, Edo. Zulia, se hi-
zo en base a los resultados de los ensayos SPT y andlisis de las
muestras recuperadas en las perforaciones exploratorias, y suce-
sivamente, como primera etapa del andlisis numérico, se procede
al ajuste de los pardmetros eldsticos del terreno mediante un
proceso de acercamientos sucesivos, tomando como referencia los
resultados de las tres pruebas de carga realizadas sobre pilotes
de 1 m de didmetro y longitudes respectivamente de 22 m, 15 m y
20 m.

Se trata de hacer coincidir con suficiente aproximacién, los va-
lores de los asentamientos elidsticos obtenidos en la cabeza de
los tres pilotes de prueba, con los valores de estos asentamien-
tos, obtenidos por el cdlculo numérico, variando para el logro
de este ajuste, los pardmetros eldsticos incégnitos de los dis-
tintos estratos del subsuelo en el que se construyeron 1los pilo-

tes de prueba.

En el modelo de la figura 11 se indican los valores finales ob-

tenidos de 1la calibracién del subsuelo.

La etapa siguiente de la simulacién numérica consiste en el cil-
culo de los asentamientos en la cabeza de pilotes de didmetro y
longitudes diferentes de los ensayados. Asf mismo el programa

de cédlculo permite para cada caso evaluar la reparticién de la

e
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cargas sobre los pilotes entre el fuste y la punta de estos.

Todas estas informaciones reservadas de la simulacidén numérica
se utilizan sucesivamente para optimizar el disefio del sistema

de pilotaje en anilisis.

En las figuras 15 y 16 se reportan en forma grdfica los resulta
dos mds importantes de los cdlculos numéricos, especificamente
los valores de los asentamientos en la cabeza de los pilotes y
el porcentaje de carga transmitida a la punta en las diferentes
condiciones de geometria del pilote y para las condiciones rea-
les del subsuelo en que se irdn a construir los elementos de fun

dacidn.

Caracas, marzo de 1982



