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" GEOMEC " quierne sern un " boletin de divulgacidn geotéenica ",
aclarnando con esto La falta de toda pretensibn (pero no de aspi-
rhacibn) de representar una revista clentifdca de alto nivel y mar
cando nuestro obfetivo primordial en La digusion (entre estudian-
tes, docentes y profesdionales) de aspectos y argumentos especifi-
cos de fas disciplinas geotécnicas. Recoglendo con esto clertas
inquietudes difundidas, relativas a La falta de material biblio-
ghdgico directamente accesible en esta nama de La ingenieria.

De no menon pruiornidad e Aintends es también nuestrno obfetive de
crean un Lnstrumento capaz devAatiéﬁace&'Lnﬁonmaﬁmenie Las nece-
sddades que tiene nuestra comunidad universitaria que opera en
este secton clentifico, de ordenarn, publicarn y divulgar fodos
aquellos resultados imporntantes de Las actividades de estudio,
ensefianza e Lnvestigacidn que venimos desarrollando. Y mds adn,
conflamos nepresentar un estimulo nuevo para estas actividades
mismas .

Finakmente aspiramos a todas colaboraciones afenas a nuestra co-
munidad, convencidos como somos de La universalidad de La ciencia.

Caracas, julio de 1981



Damos comienzo con este NI 1 de " GEOMEC "a £a publicaciin
de una sernie de trabajos que desde hace algin tiempo, se
estdn LLevando adelante bajo La coondinacién de fa Cdtedra
de " Mecdnica de Rocas ", con el objetive de ampliarn y pro
fundizan Los conocimientos acerca dek uso que puede hacernse
del Método de Los Elementos Finitos en el campo de Las apli
caciones geotécwéacus.

Comenzamos con esta nota introductornia sobre Los fundamen-
tos §isicos y matemdticos del método para seguin con La pu
blicacibn de unas primeras aplicaciones, asi como de £a ex
tensién de estos fundamentos y aplicaciones a £Los casos
mds géneﬂaﬁu de comporntamiento de Los materiales y estruc
turas geotéenicas.
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1.-

INTRODUCCION

El Ingeniero Geotécnico dispone de diferentes métodos para el dise-

fio de fundaciones, de excavaciones, de estructuras en rocas 6 en

suelos en general.

Seglin Goodman y Duncan, que hacen referencia a las estructuras TOCO

sas, estos métodos pueden agruparse en tres clases principales:

ad.-

Mis

Métodos empiricos, que se basan principalmente en la experien-
cia que se dispone en la construccién de estructuras similares
a la del proyecto.

Métodos del equilibrio limite global y de la plasticidad 1limite,
que llegan a calcular las soluciones limites del problema, per-
mitiendo estas el disefio de estructuras sobre la base de segu-
ridad de una estabilidad global.

Métodos de los esfuerzos y deformaciones, que consisten en sus
fases previas de aplicacidn, en el cdlculo en cada punto de 1la
estructura, de los esfuerzos y de las deformaciones. Son por
lo tanto, sin duda, los mds completos, debido al tipo de infor-
macidén que pueden suministrar y a la naturaleza de las distin-

tas condiciones que permiten tomar en cuenta.

explicitamente, se trata de determinar para una estructura dada

en cada punto de ella, el estado de esfuerzos:

Ty Ty
Uy Tyz (M
T o




y el estado de deformaciones:

xy Xz
{%i, j} = % Yyz (2)
Yzy *2

una vez que sea .. definido y conocido el modelo geomecdnico del pro
blema en estudio, el que comprende la geometria de la estructura,
las condiciones de borde y las leyes constitutivas de los materiales
que constituyen el sistema, o sea la relacibén matemidtica entre es-

fuerzos y deformaciones:

{Oi, j} = [p] { T } (3)
Estos tipos de problemas a su vez pueden resolverse por tres grupos

distintos de métodos: analiticos, experimentales y numéricos.

Los métodos analiticos, que mds frecuentemente fueron empleados en
el pasado, llevan al cdlculo de férmulas resolutivas para los esfuer
zos y deformaciones; pero dichas férmulas aln para problemas planos
son dificiles de obtener y casi siempre imposibles para las estruc-
turas geotécnicas reales que se presentan generalmente complejas ya
sea por su geometria 6 por el comportamiento mecanico de los mate-
riales que la constituyen. Entre estos métodos analiticos, aquellos
desarrollados mis ampliamente, derivan de la aplicacién de la teo-
ria clasica de la elasticidad lineal, aunque son interesantes algu-
nas soluciones obtenidas en el campo de la elasticidad no lineal,

de la elastoplasticidad y de la viscoelasticidad.

Los métodos experimentales han sido hoy en dia casi completamente
superados por los métodos numéricos, gracias al notable desarrollo

y al extenso empleo de las computadoras.

Dentro de los métodos numéricos, como Gltimo en orden cronolégico

se encuentra el Método de los Elementos Finitos, el cual ha logrado



una gran generalidad de empleo en la solucidn de problemas aplicati
vos por su gran versatilidad y potencia y debido a que permite ana-
lizar una cantidad sin nimero de situaciones que bien aproximan 1la

compleja realidad de las estructuras geotécnicas.

En efecto si se quiere progresar significativamente en el estudio y
analisis de estructuras en el campo de la mecdnica de rocas, se ha
ce absolutamente necesaria la adopcidn de un modelo matemdtico que

simule con buena aproximacién la naturaleza compleja de la roca.

El Método de Elementos Finitos provee tal modelo, permitiendo consi
derar en una solucidn, muchas de las variables que se encuentran en
los problemas de mecanica de rocas. Este modelo se puede visualizar
como un arreglo de dreas o porciones finitas ordenadas de tal mane-

ra que idealicen el macizo rocoso y las estructuras en él comprendi-
das.

Extensos rangos geoldgicos, como fallas y estratificaciones, se con
sideran como condiciones limites del modelo y séllevam como tales

al mismo. Asi mismo la esquistosidad y las diaclasas, que general-
mente son estructuras mis pequefias que las dimensiones del elemento,
se consideran dentro del andlisis en la forma en que influyen en el

comportamiento de la roca (modelos anisdtropos).

El MEF es fundamentalmente un método de aproximacién simplemente fi
sica en el que: "Se comienza por subdividir al medio continuo que
representa la estructura en regiones mds pequehas, a cada una de las
cuales se le pueden asignar diferentes propiedades fisicas elasticas
o incluso anelasticas. Cada uno de estos elementos estd conectado
con los demds mediante '"nodos', donde participa de una serie de des

plazamientos commes. (Fig. 1).

Suponiendo el sistema de desplazamientos en el interior de cada ele
mento definido en funcidén de los desplazamientos nodales y aplican-

do entonces los conocidos teoremas de variaciones, se pueden relacio
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nar los desplazamientos nodales con una serie de fuerzas ficticias
aplicadas en los nodos.

El conjunto de elementos y la solucidn final, siguen los esquemas ha
bituales del calculo estructural, disfrutando en todo momento de una

cierta visidn fisica del problema'. (ZienKiewicz).

Las exigencias practicas del disefio estructural fueron sin duda 1las
causas motoras que siempre impulsaron a los ingenieros hacia la bis-
queda y formulacidén de métodos de cdlculos nuevos y ajustados cada
vez mids a las necesidades de un cdlculo estructural menos empirico y

mis aproximado, conforme a los modernos proyectos en ejecucidn.

Es asi que también para el caso del 'Método de los Elementos Finitos',
su idealizacidn, primeras formulaciones y aplicaciones, son obras de
ingenieros, mientras que posteriormente el matemdtico se ha tomado

la tarea de formular los fundamentos tedricos y naturalmente aportar
sus estudios y conocimientos para la evolucién y perfeccionamiento

del método mismo.

En realidad resulta dificil establecer con nombres y fechas el descu

brimiento del método, debido a que su formulacién primaria ya deriva

del aporte de formulaciones mis antiguas. Ademids hay que afiadir que

el desarrollo del método como tal, estd intimamente unido a la apari

cidn y posterior desarrollo de las modernas computadoras, sin la exis
tencia de las cuales cualquier método de cidlculo numérico del tipo de
los Elementos Finitos estid destinado a no encontrar ninguna posibi-

lidad de aplicacidn practica ni posterior evolucidn.

Es en 1960 cuando por primera vez se emplea el nombre del método, por
parte de Clough en su publicacién "El método de los elementos finitos

en el analisis de esfuerzos planos'.

En esta publicacién el método fue presentado como una extensidn de

las técnicas del andlisis estructural a la solucidn de problemas de



mecanica del continuo. Ahora bien como confirmacién de lo anterior-
mente dicho, fue facil averiguar que el método propuesto independien
temente por Clough, se presentaba pricticamente idéntico al formula-
do muchos afios atrds por Courant en 1943, que a su vez habia presen-
tado una extensi6én importante del método que Ritz en 1909 desarrolld

para dar una solucidén aproximada a los problemas de campo en mecdni-
ca del continuo.

El Método de los Elementos Finitos hasta hoy en dia ha sido usado en
una gran variedad de campos, en problemas tridimensionales, proble-

mas que involucran materiales y geometrias no lineales, problemas de
dependencia del tiempo, de heterogeneidad y anisotropia; y finalmente
en muchas dreas extrafias a la ingenieria estructural como movimientos

de fluidos, transferencia de calor, andlisis de campos magnéticos,
etc.

Una presentacidn satisfactoria de los fundamentos tedrico-matemidticos
del método llevaria muchas pdginas y por lo tanto se considera conve

niente enviar al lector interesado a la numerosa bibliografia exis-
tente. (¥%).

Se considera sin embargo Gtil, antes de pasar a la ilustracién de las
aplicaciones del método a problemas geotécnicos, y en particular de
mecdnica de rocas, dar aqui algunos conceptos fundamentales que faci
litaran la comprensionfisico - intuitiva del mismo.

(*) D. Norrie y G. de Vries (IFI PLENUM 1976) han recogido una exce
lente bibliografia que muestra el siguiente niimero de publicacio
nes por afio: 1961 (10) - 1962 (15) - 1963 (25) - 1964 (33) -
1965 (67) - 1966 (13u4) - 1967 (162) - 1968 (303) - 1969 (513) -
1970 (510) - 1971 (844) - 1972 (1004) - 1973 (4169) - 197u (1377)
1975 (880 incompletas).



En particular en vez de afrontar el tema en su mds general desarro-

1lo matemitico, se prefiere limitar el campo de una tal presentacién,
particularizando el problema y preocupindose de ilustrar la relacién
légica e intuitiva del M.E.F. con el conocido campo del andlisis es-

tructural cldsico y luego matricial.

Finalmente cabe aqui sefialar y subrayar, que todo lo que sigue pre-
tende ser encaminado hacia las aplicaciones especificas del método
al campo de la mecadnica de rocas, lo que en muchos aspectos limita
la visidn con respecto a aquella que resultaria de un enfoque comple

tamente general del problema.



Z,~ EL ANALISIS ESTRUCTURAL Y LA FORMULACION MATRICIAL DEL METODO
DE LOS DESPLAZAMIENTOS.,

2.17.- INTRODUCCION

El andlisis estructural es la metédica investigacidn de la estabili-

dad, resistencia y deformabilidad de las estructuras.

El andlisis estructural, es un campo en evolucidn; los métodos de
los andlisis cldsicos estaban ampliamiente basados sobre el conoci-
miento fisico del comportamiento estructural. Hist6éricamente el and
lisis estructural se ha desarrollado a lo largo de dos distintas tra
yectorias: 'la mecadnica vectorial', basada sobre los principios del
equilibrio estitico y la geometria de las deformaciones; ''la mecéni-
ca del trabajo virtual", basada sobre el principio de la conserva-
cidén de la energia.

Matemdticamente, el andlisis estructural se basa sobre la aceptacién
de una amplia serie de teoremas, cada uno de los cuales, o cada gru
po de los cuales, aplican y utilizan la funcién del problema en ani-

lisis y del método de solucidn empleado.

En tiempos modernos, la disponibilidad de grandes y veloces miquinas
de computacién, ha cambiado el cuadro del andlisis estructural, por
lo menos en lo que se refiere a los métodos de solucién, quedando

siempre fijos los principios (teoremas) matemdticos originales.

Los métodos de estudio y cdlculo han ido transformindose siempre mds
en funcibén de las exigencias de las computadoras, esto es, hacia for

mulaciones de tipo numérico: la formulacién matricial de los cdlcu-
los.

Los métodos matriciales son esencialmente métodos capaces de tratar

grandes volimenes de nlmeros y por consecuencia capaces de analizar



estructuras de cualquier tamafio y complejidad.

Ademis, el método matricial provee una manera comoda, econdmica y ele
gante de mostrar las relaciones bisicas interexistentes entre las va-

riables, que son numerosas,en juego.

De hecho 1la forma matricial constituye la moderna y mids usada metodo
logia del andlisis destinada seguramente a suplantar definitivamente
en las aplicaciones, todas las formulaciones clisicas.

Seguramente dos son los métodos fundamentales de andlisis estructural
universalmente aplicables a estructuras de cualquier tipo: '"el método
de las fuerzas' (o de flexibilidades) y "el método de los desplaza-

mientos'" (o de rigideces).

Los dos métodos son muy similares entre ellos; mientras en el prime-
ro las fuerzas son las incdgnitas del problema, en el segundo las in
cognitas las representan los desplazamientos.

En el método de las fuerzas, debe ser resuelto un sistema de ecuacio
nes de geometria, de nimero igual al de las fuerzas incdgnitas (los
grados de indeterminacién estitica de las estructuras) para determi-

nar aquellas fuerzas mismas.

En el método de los desplazamientos, debe ser resuelto para determi-
nar los desplazamientos incdgnitos, un sistema con un nimero de ecua
ciones de equilibrio igual al de las incbdgnitas (los grados de inde
terminacién cinemitica de la estructura).

Las ventajas para la eleccién entre uno y otro método para la solu-
cidn de un determinado problema, pueden estar concentradas en el ni-

mero de incOgnitas contenidas en cada una de las dos formulaciones.

Si el namero de incdgnitas de desplazamientos, (también llamadas gra

dos de libertad) '"k'', es menor que el nimero de incbgnitas de fuer-



- 10 -

zas, ''r'"', es ventajoso el método de los desplazamientos. Si por el
contrario '"r'" es menor que "k'', deberd preferirse el método de 1las
fuerzas. La figura 2 ilustra este concepto; la figura (a) muestra
una estructura reticular con tres elementos y un sbélo grado de inde-
terminacidn estatica (r = 1), mientras que el nodo A presenta dos
componentes de desplazamientos incégnitas, o sea dos grados de liber
tad (k = 2). Entonces para la solucién del problema, el método de
la fuerza requiere la solucién de una sola ecuacibén de geometria,

mientras que el método de desplazamiento requiere resolver dos ecua-
ciones de estitica.

Si ahora se modifica la estructura afiadiendo un soporte horizontal al
nodo A, asi como se muestra en la figura (b), los grados de libertad

se limitan a uno s6lo (k = 1), mientras que los grados de indetermi-

nacidn estdtica se han transformado en dos (r = 2).

Para este caso,.deberia ser preferido el método de los desplazamien-
tos.

Hay que afiadir que el método de los desplazamientos en su formulacién
matricial se presenta mucho mds efectivo para la automatizacién del
cdlculo y esto lo hace preferible también en gran nimero de casos en
que "k'" es mayor que "r'. En efecto, la mayor parte de los métodos
rutinarios del cdlculo estructural con computadoras, se basan sobre
el método de los desplazamientos asi como el mismo Método de los Ele
mentos Finitos; el que se presentard posteriormente y que represen-

ta el mids potente y versatil método del cdlculo estructural disponi-
ble.

El método de los desplazamientos, pasa en su aplicacién, a través de
la secuencia de cuatro operaciones fundamentales:

1.- Calculo de la relacidén fuerzas - desplazamientos, o sea de la ri
gidez.

2.- Establecimiento de las relaciones geométricas.
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3.- Establecimiento de las ecuaciones de equilibrio para determinar

los desplazamientos incdgnitos.

4.- Céalculo de las fuerzas por sustitucién de los desplazamientos en
contrados en el punto tres, en la relacién fuerzas - desplaza-
mientos del punto uno.

Antes de pasar a ilustrar la formulacidn matricial del método de los
desplazamientos, es conveniente comentar algo sobre la mencionada re
lacidn fuerza - desplazamiento o '"rigidez' de un elemento estructu-

ral simple, como la de uma estructura completa.

Para definir el concepto de rigidez de un elemento, se considere una
viga (miembro elemental & elemento) para la cual se enumeran sus ex
tremos (nodos) : para cada componente de las reacciones que se pueden
transmitir en el elemento se individualiza un nodo y se procede a la

nuneracién de aquellos. (*).

En la figura 3a, por ejemplo, se muestra la numeracidén relativa a

una viga prismitica plana y eldstica para la cual se considera 1la
existencia de dos componentes de solicitacién en cada extremo: una
fuerza vertical y un momento flector; por lo tanto hay cuatro compo

nentes y cuatro nodos numerados de 1 al 4.

Ahora bien el término general kij de la rigidez (6 matriz de rigidez)

del elemento se define de la siguiente forma:

"kij es la fuerza que aplicada al nodo "i" produce un desplazamien
to unitario en el nodo '"j', mientras que todos los demis desplaza-

mientos en los demids nodos del elemento son cero'.

(*) En realidad, en este caso se trata de nodos ficticios, siendo
los nodos reales geométricos solamente 2: los estremos de la
viga.
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La figura 3b, por ejemplo, muestra la deformada de la viga debido a
la rotacibén unitaria 6 1 = 1 del nodo 1 (mientras que todos los otros
tres desplazamientos del elemento son cero) y las correspondientes

componentes de la rigidez ki 1.

De la misma manera la figura 3c, muestra las componentes k13 debido
a un desplazamiento unitario del nodo 3 cuando los otros desplazamien
tos son cero.

Las componentes ki (i = 3) que son K11 para la figura 3b y K33 para

j
la figura 3c, pueden ser visualizadas como '‘cargas' con desplazamien
tos unitarios en sus puntos de aplicacidn; mientras que las componen
tes kij (i # j) que son todas las demis, pueden verse como reaccio-

nes de los vinculos a los movimientos impedidos.

La determinacidén de las componentes de rigidez de un elemento, puede
obtenerse mediante la solucidén de un problema estiticamente indeter-
minadoen el cual se calculan todas las reacciones debidas a desplaza
mientos unitarios producidos en cada nodo y aplicados todos al mismo
tiempo.

La viga prismitica plana y eldstica ilustrada, representa el mis sim
ple elemento estructural que en su forma mids general posee 12 nodos,
o sea 6 componentes de fuerzas y deformaciones para cada extremo: 3
fuerzas y 3 momentos (figura 4). En consecuencia existen 144 compo-
nentes de la matriz de rigidez de los cuales 40 diferentes que cero;
la matriz es ademis simétrica y se di en la misma figura 4 siendo:

L el largo de la viga, E el médulo de elasticidad longitudinal, Iy
el momento de inercia respecto a 'Yy', I, el momento de inercla res-
pecto a "z'", "G" el mbdulo de elasticidad tangencial, 'C" el momento

de inercia polar, "A" la seccidn transversal.

Pasando ahora a definir la rigidez (o matriz de rigidez) de una es-
tructura | K|, se comienza con considerar la estructura misma como

el conjunto de un cierto nimero de'elementos' para cada uno de los
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cuales esté definida la rigidez (o matriz de rigidez del elemento
IK|e).

La rigidez de la estructura se obtiene mediante una adecuada superpo
sicidn o ensamblaje de las rigideces de los elementos que la consti-
tuyen. Es esencial que cada nodo de la estructura sea cuidadosamen-
te numerado y que la numeracidén nodal de cada elemento corresponda
en una forma establecida a la de la estructura.

2.2.- LA FORMULACION MATRICTAL DEL METODO DE LOS DESPLAZAMIENTOS.

En la formulacién matricial se relacionan las fuerzas y los desplaza

mientos por medio de la matriz de rigidez de la estructura:
{R}Y=]K]|] {81 4)

Cada nodo tendrd una fuerza (o una componente de fuerza) y un corres

pondiente desplazamiento y los pasos necesarios para la formulacién

del método son los siguientes.

1.- Identificar y numerar los elementos constituyentes de las estruc

turas y las interconecciones entre estos que son los nodos.

2.- Identificar y numerar en cada elemento los nodos: uno para cada
una de las componentes de las fuerzas y correspondientemente de

los desplazamientos que pueden transmitirse de un elemento al

otro.
3.- Calcular y escribir la matriz de rigidez de cada elemento.

4.- Ensamblar la matriz de rigidez de la estructura mediante la su-

perposicién adecuada de las matrices de rigidez de los elementos.

5.- Introducir en la ecuacibén matricial (4), los valores conocidos

de fuerzas y desplazamientos (condiciones de contorno) y calcu-
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lar los desplazamientos y las reacciones incdgnitas.

6.- Encontrar las fuerzas internas en los nodos de los elementos { F},

usando la relacién fuerza - desplazamiento para cada elemento ''e'.

7.- Encontrar los esfuerzos internos en los elementos { ¢ }, mediante
la ley constitutiva (3) una vez determinadas las deformaciones

{ € } a traves de la relacion deformaciones - desplazamientos para
cada elemento ''e''.

= (e} = |B| 81} 5 {o}=|D||B] {61 (®

Ademds a complemento de la descripcién del método hay que recordar la

necesidad y conveniencia de usar:

1.- Un sistema de coordenadas locales con respecto al cual se calcula

rigidez de cada elemento.

2.- Un sistema de coordenadas globales comiin con respecto al cual se
deben escribir todas las rigideces de los elementos antes del en-
samblaje.

3.- Un sistema simple de transformacion entre los dos sistemas de ejes

de referencia.

(*) Para la definicién de | B | ver mis adelante.
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2.3.- EJEMPLIFICACION

Para presentar una ejemplificacién general de los conceptos de anali
sis estructural y respectiva formulacién matricial arriba introduci-
dos, se considera un ejemplo mecdnico estructural del tipo de elasti
cidad lineal.

Sea la figura 5 una estructura plana formada por distintos elementos
enlazados entre si en los nodos, numerados del 1 al n. Los enlaces
en los nodos son, en este caso, articulaciones de manera que no trans

miten momentos.

Para empezar se supondrd que mediante cdlculos efectuados aparte o me
diante resultados experimentales, se conocen exactamente las propie
dades de cada elemento. Asi pues, si se examina un elemento represen
tativo como el (a) asociado a los nodos 1, 2 y 3, las fuerzas que ac-
tGan en los nodos estan univocamente definidas por los desplazamien-
tos de tales nodos, la carga distribuida que actfia sobre el elemento

(p) y su eventual deformacién inicial.

Las fuerzas y los correspondientes desplazamientos se definen median-
te las componentes apropiadas (FX, Fy’ u, V) en un sistema corriente

de coordenadas.

Se expresan en forma matricial las fuerzas que act@ian en todos los no

dos (3 en este caso) del elemento (1):

F'l
1
1 ! 1 FXl
{F}= Fz con F = (6)
1
F
. v
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(c) —p» Fxaqg

(d)

(b) 6

D

4»)(
Fy3
3
—_—p» Fx3
P
y ELEMENTO ESTRUCTURAL (1)
2/‘
- NODOS

ESTRUCTURA CARACTERISTICA CONSTITUIDA POR CUATRO
ELEMENTOS INTERCONECTADOS ‘

FIG.5
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y los correspondientes desplazamientos nodales:

8!
1
u
{61 = a; con 6: = (7
8 Vl

Suponiendo que el elemento presenta un comportamiento eldstico lineal,

la relacién caracteristica serd siempre de la forma:
{E=[K] {6} + { E, JREE F€0}1 (8)

en donde { Fp }' representa las fuerzas nodales necesarias para equi
librar cualquier carga distribuida que actlie sobre el elemento, y

{ Fso }!'  las fuerzas nodales necesarias para equilibrar cualquier
deformacién inicial como la que puede ocasionar un cambio de tempera
tura si los nodos tienen impedido todo desplazamiento. El primer
término representa las fuerzas inducidas por los desplazamientos de
los nodos.

Similarmente, mediante un andlisis o experimento preliminar se pue-
den definir univocamente las tensiones o reacciones internas en cual
quier punto o puntos especificados del elemento, en funcién de los
desplazamientos de los nodos. Definiendo estas tensiones mediante

la matriz { 0 } se obtiene una relacién de la forma:

{o}

[S]* {83 +{ o, o+ o, 9)

0

con |s|"=[p]* [ B] (10)
donde los dos filtimos términos son simplemente las tensiones origi-
nadas por las cargas distribuidas que actlian sobre el elemento y por

tensiones iniciales cuando se restringe el desplazamiento en dos no-
dos.
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La matriz K° se conoce como matriz de rigidez del elemento y la ma

triz S como matriz de tensiones del elemento (e).

Se han ilustrado las relaciones utilizando el ejemplo de un elemen-
to de tres nodos y puntos de interconexidn capaces de transmitir sb
lo dos componentes de fuerza. Obviamente, los mismo argumentos y
las mismas definiciones se pueden aplicar con toda generalidad. Un
elemento como el (b) de una estructura hipotética tendrid sdlo dos
puntos de interconexidn, otros pueden tener un nimmero muy superior.
Anilogamente, si los puntos de enlace se consideran rigidos han de
tenerse en cuenta tres componentes de fuerzas generalizadas y tres
componentes de desplazamientos generalizados, correspondiendo el ter
cero de ellos a un momento y a una rotacidn respectivamente. Para
una estructura tridimensional rigidamente articulada, el nimero de

componentes por nodo sera de seis.

Asi pues, en general:

F° €
1 1
Fe 66
2 ‘ 2
{ F® )= : { %)= : (11
Fe 56
m m

e e - .
poseyendo cada Foy 61 el mismo nimero de componentes o grados

de libertad, siendo 'm'" el nimero de nodos reales del elemento.

Las matrices de rigidez de los elementos seran, por tanto, siempre

cuadradas y de la forma:

1 K e o
K = |. . (12)
K K&
mi m
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e . . . .
donde Kij son submatrices también cuadradas de dimensiones (mxn),
donde n es el nimero de componentes de fuerza a considerar en los
nodos. Para obtener la solucidn completa de la estructura conside-

rada en su conjunto se han de satisfacer, en toda ella, las dos con
diciones de:

a) compatibilidad de los desplazamientos, y

b) equilibrio de fuerzas.

Todos los sistemas de desplazamientos nodales { & }

S1 (13)
{81} =¢=

8
n

representan ahora a la totalidad de la estructura y donde participan

todos los elementos de la misma, satisfacen automiticamente la pri-

mera condicidn.

Como las condiciones generales de equilibrio ya son satisfechas den
tro de cada elemento, s6lo queda por establecer las condiciones de
equilibrio en los nodos de la estructura. Las ecuaciones que resul
ten contendrén los desplazamientos como incégnitas y una vez calcu-
lados éstos el problema quedari completamente resuelto. Las fuer-

zas internas, o tensiones, que actfan dentro de cada elemento pue-

den hallarse facilmente utilizando las caracteristicas establecidas

a priori para cada elemento por las ecuaciones (8 y 9).

Se considera la estructura sometida a un sistema de fuerzas externas
"R" aplicadas en los nodos.
R.

R !
{R} =]. (14)
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ademis de las cargas distribuidas aplicadas a cada elemento indivi-
dual. Como antes, cada una de las fuerzas Ri debera tener el mismo
nimero de componentes que las reacciones consideradas en cada ele-

mento. En el ejemplo en cuestidn

xi
R. = (15)
R

yi

ya que se ha supuesto que las uniones son articulaciones, pero aho
ra, a efectos de generalidad, el nGmero de componentes es arbitra-
rio. (M.

Estableciendo ahora el equilibrio en un nodo cualquiera ''i'', cada
componente de Ri tiene que ser igual, a su vez, a la suma de las com
ponentes de las fuerzas que aportan los elementos que relinen en di-
cho nodo. Asi pues, considerando todas estas componentes:

i

~{rl 2] 4 .M
z {F +{Fi§ ....... { F{ )y (16)
en donde F; es la fuerza que el elemento 1 aporta al nodo "i'", Fi
la fuerza que aporta el elemento 2, etc. C(laramente, sélo los ele-
mentos que contengan al punto "'i'" contribuiran con fuerzas no nulas,

pero para mayor claridad se han incluido todos los elementos en 1la

sumatoria.

Al sustituir las fuerzas aportadas al nodo 'i', definidas en (16)
por sus expresiones dadas por la definicidén (8) resulta que las va-
riables nodales { 61 } son comunes y por ello, omitiendo el suprain-

dice (e) se tendra:

{R} =(e§1 (K5)) {edd (ef (K + eeees {Fpa)ige (17)
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donde:
UF . J {Fp}e +{F€0}e (18)

Como antes, la sumatoria s6lo afecta a los elementos que contienen

al nodo "i". Reuniendo todas esas ecuaciones se obtiene simplemen-
te:

[k ] {6} = {R}-{F } (19)

PEo

donde las submatrices son

(20)

con sumatorias que comprenden a todos los elementos. Esta regla tan
sencilla para ensamblar los elementos es muy itil, pues tan pronto
como se conozca un coeficiente para un elemento particular, se puede

almacenar inmediatamente en la "'posicién'' adecuada del computador.

Si se utilizan diferentes tipos de elementos estructurales y &stos
han de acoplarse, se ha de recordar que las reglas para la suma de
matrices s6lo permiten ésta, si las matrices son de idénticas dimen
siones. Por consiguiente, las submatrices individuales que hayan de
ensamblarse, deben formarse con el mismo nimero de componentes de
fuerzas i de desplazamientos. Asi, por ejemplo, si un miembro capaz
de transmitir momentos a un nodo tiene que unirse en ese nodo a otro
miembro que esté articulado, es necesario completar la matriz de ri-
gidez de este Gltimo, insertando convenientemente ceros en las posi-

ciones correspondientes a las rotaciones y en las de los momentos.

El sistema de ecuaciones que resulta de (19) puede resolverse una vez
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sustituidos los desplazamienfos impuestos en los apoyos. En el ejem
plo de la figura 5 donde son nulas ambas componentes de los desplaza

mientos de los nodos 1 y 6, habria que sustituir

{61} =1{61={0 (21)
lo que equivale a reducir el nimero de ecuaciones de equilibrio (en
este caso doce) anulando las dos primeras y las dos Gltimas, y redu
ciéndose asi el nlmero total de incdgnitas a ocho. Es conveniente,
sin embargo, ensamblar las ecuaciones de la forma expresada en la
(19) pqzé incluir todos los nodos.

Es obvio que sin sustituir un nimero minimo de desplazamientos, obli
gados para impedir que la estructura se mueva como un sélido rigido,
seria imposible resolver el sistema pues los desplazamientos no pue-
den quedar univocamente determinados por las fuerzas y habria infi-
nitas soluciones para un sistema de fuerzas dado. Este hecho, fisi
camente evidente, debe interpretarse matemidticamente en razén de que
la matriz K, al ser singular, carece de inversa. FEstableciendo los
desplazamientos adecuados en la fase del ensamblaje, podrd obtener-
se una solucidn Gnica prescindiendo de las filas y las columas ade
cuadas de las distintas matrices.

La forma del sistema de ecuaciones uma ves ensambladas, es como si-

Ki1 & + §2 + ..... -
n 6, Kp &8 + = { R} { Fpﬁol}
(22)
Kz &1 + Ky 6 + ..... = {Rz} -{F
PEo2
etc.

Se apreciard que si se impone un desplazamiento cualquiera, tal co-
mo &: = 81 1la "fuerza" exterior Ry no puede ser impuesta y perma

necerd como incégnita. Se puede, pues, prescindir de la primera
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ecuacidn y sustituir &) por un valor conocido en las restantes ecua
ciones. Este procedimiento implica un proceso de cadlculo engorroso,
pudiéndose alcanzar el mismo objetivo afiadiendo al coeficiente K11
un nimero grande a I y reemplazando el segundo miembro de la ecua-
cibn, R1 - F1 por §a. Si o es mucho mayor que cualquier otro

coeficiente de rigidez, esta alteracidén equivale a reemplazar la pri

mera ecuacién por
ad1 = a b (23)

es decir, la condicién necesaria impuesta, pero se conserva la sime-
tria del sistema y s6lo se necesitan unos cambios minimos en el or-
den de cdlculo. De haber mis desplazamientos impuestos, se seguira

el mismo procedimiento.

Una vez introducidas todas las condiciones de contorno se puede re-
solver el sistema de ecuaciones y obtener los desplazamientos incég-

nitos junto con las tensiones y fuerzas internas de cada elemento.

2.4.- EJEMPIOS

Antes de pasar al proximo capitulo en que se trataridn las bases fun-
damentales del MEF y se ilustraran sus vinculaciones inmediadas con
el método de los desplazamientos del andlisis estructural en forma-
cion matricial, es quizd @til una mas clara ejemplificacion de los
conceptos introducidos, sirviéndose de tresejemplos extremadamente
simples en los que se resuelve una estructura, construida por sola-
mente uno y dos elementos lineales, mediante el método de los des-
plazamientos en forma matricial considerando detalladamente todas
las fases que 1llevan a dicha resolucién.

Como primer ejemplo, se puede considerar la barra articulada plana
de seccidon uniforme A y mbdulo de elasticidad E que se representa
en la figura 6. La barra esta sometida a una carga lateral unifor-

me p y a una deformacién uniforme debida a la temperatura.
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€90 = kT

Si los extremos de la barra estan definidos por las coordenadas X4

ey; Y X, € Yy, su longitud puede calcularse mediante la férmu-
la

]
L = \ﬂ( X, - xi)2 oy - Yi)z }

y su angulo de inclinacidén respecto a la horizontal por

Solamente hay que considerar dos componentes de fuerzas y de despla
zamientos en cada nodo.

Las fuerzas nodales debidas a la carga lateral son (ver 6 y 8)

. - sen o
X1
, cos o\ pp.
F- - - ’ el
. }e _ yi - sen o 2
p 3 cos o
XN
F
.y

y representan las componentes adecuadas de las reacciones de una vi
ga simplemente apoyada PL/2. Similarmente, para impedir la expan-
sién térmica €’ se necesita una fuerza axial (EKTA), lo que da

una componente (Vér 6y 8):
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Fyn (Vn)

n Fin (Un)
—“_D

Fyi (vi)

BARRA ARTICULADA EN LOS EXTREMOS

FIG. 6
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xi - COS o
. Fyi T osena (EKTA)
{Fer}™ = F = - cos o
xn sen o
F
yn

Finalmente, los desplazamientos del elemento (ver 7)

o

V.
{61°=¢ 1

Yn
originaradn un alargamiento (un - ui) Cos o + (vn - Vi) sen a.
Al multiplicar &ste por EA/L se obtiene la fuerza axial cuyas compo
nentes pueden calcularse sustituyendo dicha fuerza en lugar de —
EKTA en la ecuacién anterior. Tras ordenar las ecuaciones se ob-
tienen la expresidn general (ver 4).

|k 1© {63 _

COS2 &, sena Cos a, -COSZ @ , -Sen a cos o Lli
sen o Cos «a, sen® o, -Sen o cos o, -sen® o v
EA i
I -C052 a, -sén a Ccos a, COS2 a, sen o cos o
L u
-sen o cos a, -sen’ a, sen o cos a, sen® a n
e
— v
i
O sea
e (& e €
{ F} =]K].~{<S}+{Fp}+{Feo}

Asi pues, se han obtenido las componentes de la ecuacidn general

(8) para el caso elemental estudiado. Es, asi mismo, muy sencillo
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establecer las tensiones en cualquier seccidn ‘del elemento en la for
ma establecida por la ecuacién (9). Por ejemplo, si se considera la
seccidon media C de la viga, puede demostrarse que las tensiones en

la fibra extrema, calculadas a partir de la tensién axial del elemen

to y del momento flector, son:

o1 ]
e E - cos o, - sen o, COS @, Sen a
{o}, = = = e
c L {81 +
02) ¢ - cos a, - sen 0, COS &, Sen a
1 1
+ P 12 4 E KT
-1 8 I 1

donde ''d" es el semiespesor de la seccién e "I'" su momento de iner-
cia. Por tanto, todos los términos que aparecian en las ecuaciones

9 y 10 son ya facilmente reconocibles.

1

{o} = {0c1°
C
I g l . _E -Cos o, -sen 0, COS «, Sen o
-cos o, -sen 0, COS 0O, Sen o
{6 = {8}
1 1 2
- P I d
topJ -1 g T
! 1
{el} = - EKT

Como segundo ejemplo se considera la estructura representada en la

fig. 7 constituida por dos elementos (dos resortes en serie) cada

uno de los cuales se caracteriza por su rigidez Ka y Kb.
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Un extremo de la estructura estd vinculado y en el segundo extremo
estd aplicada una carga 'R'" en direccién 'Yy'' coincidentes con el eje

de la estructura misma.

En la resolucidén de esta estructura se pasari a traves de todas las
etapas que en el caso general forman el procedimiento de solucidn ma

tricial mediante el método de los desplazamientos:

Subdivisidén y codificacidn de la estructura.

Determinacién de la rigidez de cada elemento.

Ensamblaje de la rigidez de la estructura.

Introduccidn de las condiciones de borde,

Calculo de las incdgnitas.
a) Subdivisidn y codificacidén de la estructura.

En la misma figura 7 estd representado el modelo de la estructura en

examen constituido por 2 elementos (a, b) y 3 nodos (1, 2, 3).
b) Determinacidén de la rigidez de cada elemento.

Siempre en la misma figura estd representado un elemento que posee
2 nodos (i, j) en cada uno de los cuales, por hipdtesis, pueden trans
mitirse solamente componentes de solicitacion en la direccidn 'y"

axial del elemento mismo.

Para cada elemento pueden definirse el vector de las fuerzas y el de
los desplazamientos.

F
y

{F}= ;0 {81} =
F . .
Y] J

(7]
-
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en efecto en este caso para cada nodo hay una sola componente en la
direccidn 'y" por lo tanto se podrd en adelante omitir el subindice

"y'', entonces para el elemento (a)

Fi Ka -Ka Vi

F3 \ a -Ka Ka Vj a
K..)a
(JJ)

y para el elemento (b)

- (Kii)b
Fi _ | w - ¥b v,
Fy | b -Kb Kb v.( b

en donde la matriz cuadrada define la matriz de rigidez de cada uno
de los elementos suponiendo positivos los esfuerzos en la direccidn

positiva de la Y.

Para lo que se refiere a los componentes Ka y Kb que expresan
la rigidez de los elementos, sus valores son funcién de forma y ma-

teriales constituyentes los elementos mismos.

Si por ejemplo se considera que los dos elementos sean barras de
seccibn constante respectivamente Aa, Ab y de largo la, Lb y consti
tuidas por materiales de mddulo de elasticidad longitudinal Ea vy

Eb respectivamente se obtendra que

Aa_Ea _Ab Fb
La Lb

c) Ensamblaje de la rigidez de la estructura.

La ecuacidén de equilibrio para la estructura completa es
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{R} = |k | {8}

que en este caso particular es

R1 K11 K12 K13 Vi
R2 =1 K21 K22 K23 \'A
R3 K31 K32 K33 V3

El término general Kij de la matriz tiene um significado fisico fa-
cilmente individualizable: indica la fuerza en el nodo "i' por efec
to de un desplazamiento unitario del nodo ''j'' mientras que todos los

demds desplazamientos son nulos.

Se puede por lo tanto escribir para cada componente de la matriz de

rigidez

™3

Kij =
e=1

(Kij)e

donde "n'"' es el nimero de los elementos que tienen en comin el nodo

lli" y el nodo Hj" .

Por ejemplo, para el término K22 de la matriz de rigidez de la estruc

tura en estudio
_ a b _ r::N@ ..\b
K22 = (K22)® + (K22)° = (Kjj)° + (kii) = Ka + Kb

considerando que el nodo 2 de la estructura representa el nodo 'j"
para el elemento (a) y el nodo "i'" para el elemento (b) segin la nu-
meracién local adoptada. Queda claro ademis que en el ejemplo en con
sideracién los términos K13 y K31 son nulos no existiendo elementos
que tengan en comin el nodo 1 y 3. Asi mismo para los restantes tér
minos existird cada vez un sdlo elemento que contendrd los nodos,' i "
y "3t
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Finalmente se puede escribir la matriz de rigidez completa para la

estructura y la ecuacidn de equilibrio global correspondiente.

R1 Ka -Ka 0 V1
RZY =| -Ka (Ka+Xb) -Kb V2
R3 0 -Xb b V3

d) Introduccidn de las condiciones de borde.

Se trata de introducir las fuerzas y los desplazamientos externos
aplicados o impuestos sobre algunos puntos del contorno de la estruc
tura. En este caso existe una fuerza externa (Ry3) aplicada al nodo
3 y una reaccién incbgnita en el nodo 1; asi mismo un sélo vinculo

de desplazamiento aplicado al nodol: V1 = 0.

R1 Ka -Ka 0 0

0 = -Xa (Ka + Kb) -Kb V2
Ry3 0 -Xb Kb V3

e) Cidlculo de las incOgnitas.

Se trata en este paso final de calcular los desplazamientos incogni

tos (V2 y V3) y la reaccidén incognita (R1).

Explicando la anterior ecuacién de equilibrio

R1 = -Ka V2
0 = (Ka + Kb)VZ - Kb V3
Ry3 =

-Kb V2 + Kb V3

y resolviendo respecto a los desplazamientos (las dos Gltimas ecua-

ciones escritas son en dos incodgnitas V2 y V3).
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v2 = Y3
Ka
V3=M.Ry3
Ka Kb

de la primera de las tres ecuaciones se obtiene la reaccidén incbdgnita
R1 = - Ry3

En otras palabras se ha procedido a invertir la matriz de rigidez glo

bal para obtener la ecuacidn

tsy= [x1" (r)}

y después resolver el sistema para los desplazamientos { & }.

Como paso ulterior hacia una solucién completa de la estructura (calcu
lo de esfuerzos y deformaciones) se tratard en un caso general de en
contrar para cada elemento las fuerzas internas aplicadas en los no-

dos respectivos mediante el uso de la ecuacidén de equilibrio de cada
elemento { F1° =[kx]% {61°.

Sucesivamente se pasa al cidlculo de los esfuerzos que en este caso
se obtienen . simplemente dividiendo las fuerzas por la seccidén del
elemento

ga-= Ri 3 ob-= _Ry3

b

Aa Ab
Finalmente las deformaciones seran:

ob
Eb

ga
€a = 5 Eb =

3
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Los resultados obtenidos son obvios y naturalmente no hacia falta
la aplicacidén de un procedimiento tan largo para su obtencidn. Sin
embargo la misma metodologia de resolucidén queda practicamente in-
variada para estructura de cualquier forma compleja.

Como Gltimo ejemplo se presenta una estructura constituida por cin-
co elementos de formas diferentes a objeto de ilustrar, mediante una
sugestiva representacién grafica (fig. 8), el proceso general de la

solucidén matricial del método de los desplazamientos.

El primer paso para la solucidn, es determinar las propiedades de ca
da elemento a partir de la geometria del problema, de los datos de
carga, y de la naturaleza del material. Se determina la matriz de
rigidez para cada elemento asi como las correspondientes ''cargas no
dales'" en la forma expresada por (8). Cada elemento tiene su pro-

pio nimero de identificacién y sus conexiones nodales especificadas.

Por ejemplo:
elemento 1 nodos 1 3 4
2 1 4
3 2 5
4 3 6 7 4
5 4 7

Suponiendo que las propiedades se hayan establecido en las mismas
coordenadas, se puede alojar cada componente de 'rigidez'" o de 'fuer
za' en la matriz global como se muestra en la figura (b). Cada cua
drado sombreado representa un coeficiente individual, o una subma-
triz del tipo Kij si se considera mids de una cantidad en los nodos.
En este caso, para cada elemento, se muestra su contribucién indivi
dual y se puede comprobar la posicidn de los coeficientes. Adviér-
tase que aunque se hayan considerado en este ejemplo '"elementos' de
varios tipos, no representa ninguna dificultad su especificacion.

(Todas las '"fuerzas', incluyendo las nodales, se han asociado aqui
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con elementos por razones de simplificacidn).

El segundo paso es el ensamblaje de las ecuaciones finales del tipo
de 1la (19). Esto se puede realizar simplemente siguiendo la regla
dada en (20), es decir, mediante simple adicién de todos los nime-
ros en el lugar correspondiente de la matriz global. EI resultado
se muestra en la figura (c) donde se han sombreado los coeficientes
no nulos.

Como las matrices son simétricas, en realidad solamente hay que cal

cular la mitad superior de la diagonal.

Todos los coeficientes no nulos estan confinados dentro de una ban-
da o contorno cuyo ancho puede calcularse a priori a partir de la
posicidn de las conexiones nodales. Asi, pues, en los problemas pa
ra computador, solamente es preciso almacenar los elementos que caen
dentro de la mitad superior del ancho de la banda, como se muestra
en la figura (c).

El tercer paso es introducir las condiciones de contorno en la ma-
triz final ya ensamblada tal como se dijo anteriormente. A esto le
sigue el paso final de resolucidn del sistema de ecuaciones resul-
tantes. Para ello se pueden seguir muchos métodos y al paso final
seguird la sustitucién para obtener tensiones, u otras cantidades

de salida cuyo conocimiento se desee.
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3.- EL M.E.F. COMO UNA EXTENSION DEL METODO MATRICIAL DE LOS
DESPLAZAMIENTOS.,

3.1.- INTRODUCCION

En las paginas anteriores se ha ilustrado brevemente la manera de
resolver una estructura cuando estd constituida por un ensamblaje
de elementos estructurales interconectados por un nimero discreto

de puntos nodales.

Se ha visto la manera de estudiar la estructura, con el método deno
minado de los desplazamientos en su formulacién matricial, una vez
que se han conocido y definido las caracteristicas de rigidez (rela
cién fuerzas - desplazamientos nodales) para cada uno de los ele-

mentos estructurales.

En una estructura que en cambio sea continua, el verdadero nimero
de puntos de interconexidén es infinito; es esta en efecto la princi

pal dificultad para la resolucidn del problemai

Es dificil por otro lado, ver a primera vista como pueden discreti-

zarse problemas de este tipo en la forma descrita anteriormente.

El concepto de elementos finitos justamente supera esta dificultad
mediante la suposicidén que el medio continuo real esté dividido en
elementos ideales interconectados solamente en un nGmero finito de
puntos nodales sobre los cuales se supone actlien unas fuerzas ficti
cias, representativas de los esfuerzos realmente actuantes en forma

distribuida sobre los contornos de los elementos.

Si una tal idealizacidn, puede demostrarse ser aceptable, resulta
claro como el problema puede reducirse al de una estructura conven-

cional y luego pueda resolverse con la metodologia ya expuesta. Es

desde este punto de vista, que el M.E.F. puede considerarse como
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una simple (o quizd no tan simple) extensidon del método matricial

de los desplazamientos.

Esquemidticamente el procedimiento puede describirse de la siguiente

manera:

a)

b)

d)

El continuo se divide, mediante 1lineas o superficies imaginarias,

en un namero de "elementos finitos'.

Se supone que los elementos estan conectados entre si mediante un
nimero discreto de puntos, que se llaman nodos, situados en sus
contornos. Los desplazamientos de estos nodos serdn las incogni-
tas fundamentales del problema, tal como ocurre en el andlisis
simple de estructuras.

Se toma un conjunto de funciones que definan de manera tmica el
campo de desplazamientos dentro de cada "elemento finito" en fun-

cion de los desplazamientos nodales de dicho elemento.

Estas funciones de desplazamientos definiran entonces de manera
Unica el estado: de deformacién dentro del elemento en funcidén de
los desplazamientos nodales. Estas deformaciones junto con las de
formaciones iniciales y las propiedades constitutivas del material,
definiradn el estado de tensiones en todo el elemento y, por consi-

gulente, también en sus contornos.

Se determina un sistema de fuerzas concentradas en los nodos, tal
que equilibre las tensiones en el contorno y cualesquiera cargas
repartidas, resultando asi una relacidn entre fuerzas y desplaza-

mientos de la forma (8).

Una vez alcanzado este punto, el procedimiento para alcanzar la so-

lucidn puede seguir el procedimiento general descrito con anteriori-
dad.
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Es evidente que se han introducido una serie de aproximaciones.

En primer lugar, no siempre es ficil asegurar que las funciones de
desplazamientos escogidas satisfagan las condiciones de continuidad
de los desplazamientos entre elementos adyacentes. Por consiguiente,
esta condicidn de compatibilidad, puede no cumplirse en el contorno
de los elementos (aunque es evidente que dentro de cada elemento si
se cumplird, a causa de la unicidad de los desplazamientos implicada
en el hecho de que los mismos estén representados por funciones con-
tinuas). En segundo lugar, al concentrar las fuerzas equivalentes

en los nodos, las condiciones de equilibrio s6lo se cumpliradn para
el conjunto del continuo.

Normalmente, ocurrird que tales condiciones no se cumplirdn en zonas
localizadas dentro y en el contorno de cada elemento. Serd misién
del ingeniero escoger la forma de los elementos y de las funciones
de desplazamiento para cada caso particular, debiendo usar de su in
genio y habilidad, dependiendo el grado de aproximacidén que se al-

cance del uso que haga de esas dos facultades.

Hasta aqui, el procedimiento descrito se justifica s6lo intuitivamen
te, pero de hecho lo que se ha sugerido es equivalente a la minimiza
cién de la energia potencial total del sistema, siendo funcién ésta

de un campo de desplazamientos impuestos. Si este campo de despla-

zamiento se define adecuadamente, deberd producirse convergencia ha

cia la solucidn correcta.

Los alcances de estas notas no permiten a este respecto, ir mis alla

que estas justificaciones intuitivas.



NOTA:

El contenido del parrafo que sigue estd resumido y esquematizado en
el flujograma que se anexa al final de este parrafo, al cual se envia

para una consulta mds ripida.

3.2.- CARACTERISTICAS DE UN ELEMENTO FINITO TRIANGULAR

Para ilustrar la derivacidén de las caracteristicas para un elemento
finito general, se prefiere para sencillez de presentacidén, derivar
las caracteristicas para un elemento plano de forma triangular lo
que permitird en todo caso tener una visién completa del procedimien
to que resultard ficilmente extendible a elementos de formas superio
res.

Se toma en consideracidén un ejemplo sencillo de una estructura plana
constituida por una lamina delgada dividiéndose la regién en elemen-

tos triangulares como se muestra en la figura 9.

Se pasaradn en resefia los pasos principales de la formulacién del mé-

todo que son:

- 1a funcién de los desplazamientos
- la deformacién y los esfuerzos

- la Trigidez y las fuerzas nodales.
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a) La funcién de los desplazamientos.

La figura 10 muestra el elemento triangular tipico considerddo, con

los nodos i, j, m, numerados en sentido antihorario.

Los desplazamientos de un nodo tienen dos componentes

di = (24)

y los seis componentes de los desplazamientos del elemento se agru-
pan en un vector

{61° = S. (25)

Los desplazamientos interiores a un elemento han de quedar definidos
univocamente por esos seis valores. la representacidn mids sencilla

viene dada evidentemente por dos polinomios de primer grado.

u = o + O X + asy, (
26)

Oy + OsX + Qgy

Se pueden calcular ficilmente las seis componentes a resolviendo
los dos sistemas de tres ecuaciones simultaneas que se obtienen al
sustituir las coordenadas de los nodos e igualar las expresiones re
sultantes a los desplazamientos correspondientes a los nodos. Es-

cribiendo por ejemplo,

U; S ot apX, ooy
uj = Q) + dej + asyj (27)
u =

= Q0] +toXx +qQ
- 1 2 m 3Ym
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Se puede calcular ficilmente o3 ,a2, y a3 en funcidén de los despla-

zamientos nodales u; uj y u_  para obtener finalmente

u = 5x {(ai +bix + cyyluy + (ay + byx 4 ciy)uj +

(28)
+ (am + b x+ cmy)um}
donde
a; = X¥n T X5
b;=Y5 © Yp T Vinm (29)
G =X X T Xy

obteniéndose los otros coeficientes mediante permutacidn ciclica de

los subindices i, j, m y donde

2A = det 3 Y3 = 2 (4rea del triingulo ijm) (30)

Puesto que las ecuaciones para el desplazamiento vertical son simi-

lares, se obtiene igualmente que
_ 1
V= e {(ai +hox +coy)v, + (ay + bjx *cyy) *
+ (am + b x + cmy)vm} (31)
En términos matriciales puede escribirse

U =03 =[n] (81° (32)
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siendo | N'| 1la matriz de funcién de desplazamiento, esta asi como
ha sido elegida en este caso, garantiza automiticamente la continui
dad de desplazamientos entre elementos adyacentes al imponer los mis

mos desplazamientos en los nodos para dos elementos contiguos.
b) La deformacion y los esfuerzos.

La deformacién total en cualquier punto del elemento puede definir

se mediante sus tres componentes que contribuyen al trabajo interno:

§ ., 0
£X 8x
{€}=€y = 0 s _§_ u
Sy
= | L U} 33
Yxy S [L]d (33)
s, _8
Sy SXJ

Sustituyendo en esta la ecuacidn 32 se obtiene
{e} = [ L] [N] {8 [B] {61} (34)

siendo [ B ] la matriz de deformaciones dada por

~ -

SN , 0
§x b, 0
[Bl=01] [N]- 0 , &N =—2-3( 0,cl (35
8y c, b
§N_ , &N
_Gy 5XJ

de 1o cual puede observarse como la [ B | sea independiente de 1la
posicidn del punto dentro del elemento y por consiguiente las defor

maciones con constantes en todo el mismo.
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A traves de la ley constitutiva { o} =[D] { e} es en este pun
to facil de calcular la matriz de esfuerzos sustituyendo la ecuacidn

encontrada para la { € } obteniéndose:

{o} =[Dp] [B] (6} =[s] {6} (36)
siendo [ S ] la matriz de esfuerzos.
c) La rigidez y las fuerzas nodales.

El siguiente paso es el de la bisqueda de la relacidén entre despla-

zamientos y fuerzas nodales, o sea de la rigidez del elemento.

Lo antes ilustrado demuestra que la condicidn que los desplazamien-
tos en todos los puntos del elemento sean funcién lineal de las coor
denadas, ha elevado a deformaciones compatibles y esfuerzos en equi-
librio.

Para calcular la rigidez y asi definir las fuerzas ficticias nodales
{ F } que satisfagan a las condiciones de equilibrio, se determina
el trabajo externo realizado por estas fuerzas equivalentes que en

forma matricial se expresa:

_ ] T
LE =5 {1 {F} (37)

La energia total de deformacién del elemento vale:

W= -%—v {e} {o}a Vv (38)

siendo V el volimen del elemento.

Ahora bien en base a la relacidn 34 se puede escribir

ted? = (63T [8]T | (39)
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y sustituyendo esta y la 36 en la ecuacidn (38)

W= e 63 [B1Y[Dp] [B] {63 VvV (40)

Igualande el trabajo externo de la ecuacidn 37 con la energia total

de deformacidn de la ecuacidn 40, se obtiene la ecuacidn de equili-

brio.
{6}T{F}={5}Tf [B]T[D] [B] {s6¥ vV (41
\Y
{F1¥® = [x]® {61° (42)
con

[x]° =[[B]T [D][BldvV (43)
V

que es la matriz de rigidez del elemento que pone en relacién 1los

desplazamientos nodales con las fuerzas internas en los nodos.

Puede ademis observarse que [B] y [ D] son independientes

de las coordenadas y salir de la integral hasta obtener

[k = [B1"[D][B] t A (44)

siendo ' t " el espesor del elemento y " A ' su 4rea.
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— {U}=|N | {8}
{

Funcién de forma
{€}=|I‘ | {u}
Operador diferencial

—> {e}l=]B | {6}
{
LN
{oT=]D] {e}
1
Ley Constitutiva
—*{G}':IS‘{(S}
}
| D] [B]
— {F}® | x|® {6)°
Tf
fereiminrimray

{RY=]K]| {8}

Matriz de rigidez global
_— (51 =] x |"" (R}

Desplazamientos internos -t

Desplazamientos nodales

Deformaciones - Desplazamientos

Deformaciones Internas -

Desplazamientos nodales

Esfuerzos - Deformaciones

Esfuerzos Internos -

Desplazamientos nodales

Fuerzas nodales —

Desplazamientos nodales

Fuerzas externas -

Desplazamientos nodales

Ecuacién Resolutiva

FORMULAS PRINCIPALES DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS .
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L}, ESTRUCTURAS PLANAS EN CAMPO ELASTICO LINEAI

El método de los elementos finitos obtuvo sus primeros &xitos en
su aplicacién a problemas bidimensionales. Fn el capitulo 3, ya
se han empleado problemas de ese tipo para aclarar las bases de
la formulacidn por elementos y para deducir las relaciones gene-
rales referidas al caso del elemento triangular, que es el més
sencillo, aunque el procedimiento es totalmente general, debido a
que el mismo problema se puede analizar utilizando elementos mis

elaborados, que se introducen de idéntica forma.

En ambos problemas de tensitn y deformacién plana, el campo de
desplazamientos viene expresado univocamente en funcién de los
desplazamientos u y Vv en las direcciones de los ejes carte-

sianos ortogonales x e y respectivamente.

Ademds, las Unicas tensiones y deformaciones que se han de consi-
derar en ambos casos, son las tres camponentes en el plano x -- y.
En el caso de tensidn plana, las tres camponentes de la tensitn

son nulas por definicidn y por consiguiente no ocontribuyen al tra
bajo interno. En la deformacidn plana, la tensién en la direccién
perpendicular al plano x -- y no es nula. Sin embargo, la deforma
cion en dicha direccidn es nula por definicidn, y por consiguiente
dicha tensidn no contribuye al trabjo interno, pero si se desea
puede evaluarse al final del calculo a partir de las tres camponen
tes principales de la tensidn.

Se trataria entonces Gnicamente de explicitar la matriz | D | consti-
tutiva del material eldstico lineal, mientras que todo lo demds queda
igual a lo expuesto antes.
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4,2, MATRIZ DE ELASTICIDAD

La matriz | D| de la relacién (44) expresa la ley constitutiva del

material:
9% &
o= {o = [p] /e (45)
Y - y
T
Y
Xy o

se puede establecer explicitamente para cualquier material y en el
caso de estructuras planas pueden tamarse en cuenta los casos si-

guientes:

* Tensi6n pland en ud material is6tropo (fig. 11 a). Para los es-

tudios de tensidn plana en los materiales isdtropos, por definicidm,

se tiene:

& = OX/E - voy/E

Sy = -voX/E + oy/E (45)
Y =201 E

Xy (1 +v) Txy/

Despejando las tensiones en el sistema anterior, obtenemos la ma-
triz [ D].

[p]=—= ’
1 - v? 0 0 (1 -v)/2

en el cual E es el mddulo de elasticidad y v el coeficiente de
Poisson. '
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* Deformacidén plana de un material isétropo. En este caso, la ten

sidn normal g, mo es nula, debiendo de afadirse a las otras tres

componentes de la tensién. Por definicién se tiene (ver fig. 11b).

'ex_=cx/E - voy/E - Vo, p

ey = avcx/E + oy/E - voZ/E (47)
ny = 2(1 +v) Txy/E

pero ademas,
€ =0= -vo_/E - vo /E + o_/E
X y z

Eliminando o,y despejando las tres tensiones restantes, la matriz
[ D] resulta:

- .
1 v/ (1-v) 0
[p]- E(1 -Vv) v/(1-v) 1 0 (48)
(1+) (-2v)
0 0 (1-2v)/2(1-v)
L g

* Materiales anis6tropos. Para materiales totalmente anisGtropos

se necesitan 21 constantes eldsticas independientes para definir
completamente las relaciones entre tensiones y deformaciones en

tres dimensiones.

Si ha de ser aplicable un andlisis bidimensional, las propiedades
del material deben presentar simetria, lo que implica que como ma
ximo podrd haber seis constantes independientes en la matriz |D|.

Por consiguiente, siempre se puede escribir:
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di dlz dys
[ pl- d22 das (48)
(sim) d2 3

Un caso de interés prdctico especial es el del material " estrati
ficado " o con isotropia transversal, cuyas propiedades presentan
una simetria de revolucién dentro del plano de cada estrato. Los

materiales de este tipo tienen s6lo cinco constantes elasticas in
dependientes.

Las relaciones generales entre tensiones y deformaciones son en

este caso, tanando un eje y perpendicular a los estratos, segin
la figura 12:

€, = OX/E‘_ vy oy/Ea Vi GZ/E1

AR OX/Ez + oy/E 2 - V20Z/E (49)
e - _ WM ox/El - Vv, Oy/E% + oZ/E1
Y = 1 T

— T
yz P

donde las constantes E1 y vi (Gi es dependiente) estin asociadas
al caonportamiento en el plano de cada estrato, y E, , G2 y v, a
una direccidon normal a éste.
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La matriz [ D ] se hace ahora

E: = y (2
E> Ex
n
E, nv
[ ] :
(1 - n\)z) B

en el caso de tensidén plana, o bien

E .
[D.} = ! r—
A+ vy)(1-vi1-2nv, )

r

n(1-nv3) n v, (1+ vy)
v, (1 v1) (1= vp)
L 0 -0

en el caso de deformacién plana.

= m
-
2
nvs 0
2
2 1 0
0 m(1-n2)

X

0
2
m(1+ vi) (1 - vi-2nv?)

(50)

(51)
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MATERIAL TRANSVERSALMENTE ISOTROPO (ESTRATIFICADO)

Fi1G. 12




5. ESTRUCTURAS AXISIMETRICAS

5.1, INTRODUCCION

Por simetria, el estado de deformacidn y por consiguiente también el
de tensidn, de una seccidn plana cualquiera perpendicular al eje de
simetria del cuerpo viene definido completamente por las dos componen
tes de los desplazamientos. En la figura 13 se representa una de ta-
les secciones. Si T y =z representan respectivamente las coordena-
das radial y axial de un punto, siendo u y v los desplazamientos co-
rrespondientes, es facil ver que se pueden usar precisamente las mis
mas funciones de desplazamientos utilizadas en el capitulo 3, para
definir los desplazamientos dentro del elemento triangular i, j, m que
se muestra en la figura. El volumen del material asociado a un ''ele

mento' es ahora el de un s6lido de revolucidén como el de la figura.

En los problemas de tensidn o deformacidén planas el trabajo interno
estd ligado a las tres componentes de la deformacién situadas en el
plano de coordenadas, no apareciendo la componente de la tensidén nor
mal a dicho plano por ser nulos los valores tanto de dicha tensidn
como de la deformacidn.

En los problemas de revolucidén, todo desplazamiento radial introduce
automdticamente una deformacién en direccién circunferencial y como
las tensiones en esa direccidn son ciertamente distintas de cero, ha
bria de considerarse esta cuarta componente de la deformacidn y la
de tensién asociada a ella. Este es el punto clave que marca la di-
ferencia esencial en el tratamiento de los problemas de revolucién.
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ELEMENTO FINITO DE UN SOLIDO DE REVOLUCION

r(u)

FIG. -13-




5.2, LA MATRIZ DE RIGIDEZ

Para 1o que se refiere a la funcién de desplazamientos, no hay varia
ciones sustanciales con respecto al caso plano ya comentado; mientras
que se deben considerar cuatro componentes de la deformacién. Estas
son, en realidad, todas las componentes de la deformacidn no nulas,
posibles en un s6lido de revolucidn. En la figura 14, se muestran y

definen dichas deformaciones y las tensiones asociadas.

El vector deformacidn que se define a continuacidn agrupa las compo-
nentes de la deformacidén a considerar, definiéndolas en funcidn de

los desplazamientos de un punto:

)
€72 0 5‘_—2
€T 3 u
tel =G =10 = [ L]fuy (52
rz P 1 0 v
¥ T
a3
9z 9T

y sustituyendo en esta la ecuacién (32) se obtiene la (34) siendo la

matriz de deformaciones:

— —_

' 3 N
0 , 3 0 s C
g0 , b .0 | (53)
%-N ’ 0 a/r +b +c¢c z/r,0
c s b
N, AN § g
L 9 2 ar _|
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Debido a que en la matriz [ B ] figuran las coordenadas r y z, las
deformaciones ya no son constantes dentro de cada elemento como ocu-
rria en los casos de tensidon o deformacidn plana. Esta variacidn de
la deformacidén se debe al término e8. Si los desplazamientos que se
imponen son tales que (u) es proporcional a (r), todas las deformacio

nes seran entonces constantes.

Para lo que se refiere a la matriz de elasticidad [ D], se conside
rard en primer lugar el material anisétropo ' estratificado ", ya que
el caso del material isdtropo puede considerarse sencillamente como
caso particular del anterior.

Si el eje z representa la normal a los planos de los estratos, se pue
de escribir:

e, = Gz/fb - V2 /B2 - v20,/E
€. = V20,/Er + 0 /E1 - vi0,/E (54)
€0 = V0 /B - vlcr/E1 + ce/El

Yor = Tor/®

Escribiendo ademis:

E G
1 _ g, y 2 - o
Ea B
y despejando las tensiones se obtiene:
5
Dl = X (sigue)

(1 +\)1) (1 - Vi - 211\)2)



1 - vf (1 +vy)

n(1 - m3)

simétrica

Para un material isétropo, se obtiene la matriz

Ey =K =E

Vi = V3

?

=V

63 -

n\)2(1 +\)1) ,
(\)1 +n\)g)n ’

n(1 - w3) ,

, m(1 +v1) x (1 -vy - 2mw3)

0
0

[ D] tomando:

(55)

sl

y empleando la conocida relacién entre las constantes eldsticas is6-

tropas

Ez

G
= — = m
E

1

i 2(1 +v)

Sustituyendo en la expresidn (55) se obtiene:

D ] - E(1 -v)
(1+v)(1- )

S

1

vV

T1-v

1-v

1-v

simétrica

0

0

0

1 -2
2(1 )

(56)

Finalmente, la matriz de rigidez del elemento ijm puede calcularse

ahora a partir de la relacién general (43).

gral de volumen ha de extenderse a todo el anillo de material.

Recordando que la inte-



[ x]° =IZW[B]T[D]{B]rdrdz (57)
siendo en este caso una matriz simétrica 4 x 4.

No se puede efectuar la integracidn tan sencillamente como en el ca-
so de tensién plana porque la matriz [ B ]| es funcién de las coorde-
nadas.

El procedimiento aproximado mids sencillo es evaluar [ B ] en el cen
tro de gravedad poniendo:

=
Il

(r; + T; * rm)/S

z = (zi + Zj + ZHQ/S

obteniéndose como primera aproximacién

[x]® = 2+ [B]Y [D][B]Ta (58)

siendo A el 4rea del tridngulo.
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